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ORGANISATION GENERALE DU COURS DE
MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS
O. Thual, 15 septembre 2006

L’objet de cette note est de donner un certain nombre d’informations pra-
tiques concernant 'organisation du cours de “Mécanique des Milieux Con-
tinus” en premiere année de la formation d’ingénieur du Département “Hy-
draulique - Mécanique des Fluides” de TENSEEIHT.

0.1 SYLLABUS

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS
Semestre A Cours: 11 x 1h45h TD : 11 x 1h45h Crédits : 4

Mots-Clés : mécanique, milieux continus, équations de bilan, lois de com-
portement, équations de Navier-Stokes.

Bibliographie : [1] Introduction & la Mécanique des Milieux Continus Dé-
formables - O. Thual - Cépadues 1997. [2] http://www-hmf .enseeiht.fr

Objectif : Assimiler les concepts de base de la mécanique des milieux conti-
nus en amont des cours d’élasticité et de mécanique des fluides. Comprendre
la dérivation exhaustive des équations de Lamé (élasticité) et de Navier-Stokes
(mécanique des fluides).

Programme : Le cours débute par la présentation de quelques expériences
de base. L’étude des grandes déformations permet de présenter le tenseur
des dilatations et d’introduire les notions de représentations lagrangienne
et eulérienne. L’étude de la cinématique des milieux continus comprend la
présentation du tenseur des taux de déformation et débouche sur les théoremes
de transport. Les notions de vecteur flux et de tenseur des contraintes sont
présentées a partir de I’hypothese de milieu continu.

Tous les outils sont alors en place pour appliquer aux milieux continus les
principales lois de conservation de la mécanique : masse, quantité de mou-
vement et énergie. La présentation des lois de comportement de 1’élasticité
linéaire et des fluides newtoniens permet de conclure en écrivant les équations
de Lamé et de Navier-Stokes.

0. THUAL, C. BOSC, M. DUVAL



0.2.

0.2

DEROULEMENT PRATIQUE 5

DEROULEMENT PRATIQUE

Informations en ligne : comme pour les autres enseignements, les
informations en ligne sur ce cours sont accessibles a la rubrique “Pré-
sentation des enseignements et Cours en ligne” de 'INTRANET du
Département, sous forme lisible en INTERNET :
http://www-hnf.enseeiht.fr/

On y trouve, par exemple, le texte du livre corrigé des errata connus,
tous les partiels et examens des années précédentes, un film en
anglais illustrant le cours, le présent document, etc.

Horaires : la présence des éleves est souhaitée aux horaires légaux
définis par le Département et qui sont 8h00 - 9h45, 10h15 - 12h00,
14h00 - 15h45, 16h15 - 18h00.

Cours magistral : le cours oral proprement dit durer entre 1h45 sans
pause.

Evaluations : ’évaluation est effectuée a l'aide d’un partiel a mi-
parcours et d’un examen a la fin du cours. Ces controles écrits sont indi-
viduels et sans documents. Cependant, les étudiants ont la possibilité de
se munir d’un aide-mémoire d’une page manuscripte A4 recto-verso pour
le partiel et de deux pages pour I'examen. Ces aide-mémoires auront
été préparés individuellement par les étudiants lors de leurs révisions.

Coefficients : le coefficient du partiel est égal au coefficient du controle.
Le coeflicient total du cours est décidé par le Département.

Travaux Dirigés : les enseignants des Travaux Dirigés ont la possibilité
de donner des sujets de controle a faire a la maison et de les noter. Les
notes inférieures a 10 pourront étre alors incluses dans la moyenne avec
un coefficient pouvant égaler ceux du partiel et du controle.

Livre du cours : le support écrit principal pour ce cours est 'ouvrage
“Introduction a la Mécanique des Milieux Continus Déformables”
(O. Thual, Cépadues 1997) qui est distribué aux étudiants en début
de scolarité pour une période de trois ans. Cet ouvrage contient un cer-
tain nombre d’exercices que les étudiants sont encouragés a travailler.

Film sur CD-ROM : plusieurs CD-ROMs sont disponibles pour un
prét de courte durée, afin de pouvoir visionner, sur un ordinateur (for-
mat .mpg) un film d’environ une heure illustrant ’exercie 3.8 du cours.
Voir aussi les pages du cours en ligne.

Fiches d’évalution du cours et des TDs : les étudiants sont invités
a remplir une fiche d’évaluation du cours et une fiche d’évaluation des
TDs, et a les remettre le jour de 'examen final.



e Travaux des éléves : un certain nombre de travaux d’éléves de seconde
ou de troisiéme année sont accessibles a 1’adresse :
http://www.enseeiht.fr/travaux

La consultation de ces pages peut servir, entre autres choses, a mirir
les choix d’options ou de stage tout au long de la scolarité.

e Bibliographie : prét a la bibliotheque des ouvrages de la bibliographie
du livre.

0.3 PROGRAMME DETAILLE COURS/TD

Cours/TD Programme Date
CR 01 Chapitre 1 , Chapitre 2 18/09
TD 1 Exos 1.1 et 1.2 19/09
CR 02 Chapitre 2 - exo 2.1 25/09
TD 2 Exo0 2.2 et 2.3 23/09
CR 03 Chapitre 2, Chapitre 3 - exo 3.1 | 26/09
TD 3 Exos 3.2 et 3.6 27/09
CR 04 Chapitre 3 2/10
TD 4 Exo 3.7 3/10
DM Pb 3.8 en “DM” a remettre 5/10
CR 05 Chapitre 3 (suite et fin) 9/10
TD 5 Exercices du partiel 2005 10/10
Partiel Chapitre 1 & 3 16/10
CR 06 Chapitre 4, Chapitre 5 - exo 5.1 | 23/10
TD 6 Exos 5.2 et 5.3 24/10
CR 07 Chapitre 6 13/11
TD 7 | Questions 1-7 de 'examen 2005 | 14/11
CR 08 Chapitre 6, Chapitre 7 20/11
TD 8 Exo 7.2 et 7.3 21/11
CR 09 Chapitre 7 27/11
TD 9 Pb 7.5 28/11
CR 10 Chapitre 8 4/12
TD 10 Examen 2002 5/12
Examen Chapitres 1 a 8 11/12




0.3. PROGRAMME DETAILLE COURS/TD

FICHE D’EVALUATION DU COURS DE
MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

Afin d’établir un bilan du cours et d’envisager des modifications de I’enseignement,

merci de bien vouloir remplir ce questionnaire.

NOM (facultatif : ) :

Tres Bien

Bien

Moyen

Passable

Mauvais

Commentaires

Définition des

objectifs du cours

Documentation

écrite du cours

Intervention
de I'enseignant

Controle
des connaissances

Atteinte des
objectifs du cours

Commentaires supplémentaires :

FICHE D’EVALUATION DES TD ASSOCIES AU COURS

NOM DE I’ENSEIGNANT DE TD :

Afin d’établir un bilan des TD et d’envisager des modifications de ’enseignement,

merci de bien vouloir remplir ce questionnaire.

NOM (facultatif :

)

Tres Bien

Bien

Moyen

Passable

Mauvais

Commentaires

Choix des sujets
d’exercices

Documentation
écrite du TD

Intervention
de l'enseignant

Participation
des éleves

Articulation
avec le cours

Commentaires supplémentaires :







ERRATA DU LIVRE

Erreurs portant sur le fond

1.

10.

11.
12.
13.
14.
15.

52

p- viii : remplacer l'expression “produit contracté
blement contracté” dans tout le livre

par “produit dou-

é : é’ Produit doublement contracté de deux tenseurs

. p- 11, Figure 1.7 : le zéro de l'axe x3 est sur la plaque du bas et non

sur la plaque du haut.

. p- 26, titre de 2.2.1 : C(q, da, dd’) au lieu de C(a,da,da’)
. p. 33 équation (2.27) : A au lieu de A.
. p- 40 : une rotation ... au lieu de un rotation

. p- 49, ligne fin-2 : eulérienne B¥)(z,t) d’un champ ... au lieu de

BW@)

. p. 58, paragraphe 2, ligne 2 : du voisinage de z ... au lieu de z(t)
. p. 59, équation (3.44) : K [z(t),t] au liev de K(z,t) (2 occurences)

. p. 59 équation (3.46) : D [z(t),t] au lieu de D(z,t)

p. 59 équation (3.45) : K [z(¢),t], 'K [z(t),t] et D [z(t),t], au lieu de
K(z,t) '"K(z,t) et D(z,t) (respectivement)

p. 63, entre (3.55) et (3.56) : K [z(t),t] au lieu de K [z,1]
p. 76, Exercice 3.1 : (3(t) = [y sin(2wt) au liew de B(t) = fy sinwt
p. 79, Exercice 3.6, ligne 1 : U3 =0 au lieu de U3 =0
p- 79, Exercice 3.6, question 3 : Ay = 4\ au lieu de Agp = —4A
p. 79, Probléme 3.7 : la convention U = —e® A grad v conduit @
changer l’équation (3.102) en

Ui(z,t) = %ﬂiw et Us(z,t) = _%i’t) , (3.102)
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au lieu de
N(z,t) N(z,t)
t) = — t t)y = ——= 3.102
Ul(&u ) ax2 € U2(£7 ) (9%1 ) ( 0 )
16. p. 80, Probléme 3.7, question 3 : ... vérifiant ¥ [z(s),t] = ¢y au

lieuw de ¥ [z(s)] = 1o(t)
17. p. 80, question 12 : supprimer la question 12 qui a déja été posée

18. p. 81, Probleme 3.8, question 4 : Calculer les deux premiers
termes du développement limité au lieu de Calculer le développement
limité

19. p. 82, Probléme 3.8, question 11 : défins par agi) = (n—li|/n) dl
au lieu de agz) = (ln—1i|/n) dl

20. p. 87, : cerésultat ... au lieu de cet résultat
21. p. 89, Figure 4.2 : Log h sur l’aze des abscisses au lieu de Log)V (Dy)

22. p. 128, équation (5.30) : il manque x; dans le dernier terme de
l’équation

0 doy
92, leijk 5 ok (2)] = €iji 01 ot (2) + €45k @ e (z) , (5.30)

23. p. 145 et 146, section 6.2.2 : f au lieu de p f ou icom au lieu de
P f o dans les équations suivantes

%g D(t)] = ///D yEnf ///D JEM e (620)
Mo [P = [f SENL A (6.25)
Meons D)) = [ o & T m) dS = JA N e P2 (626)

i// pg/\Qd?’x—// zAT(z,n) dS:/// A f Pz (6.28)
dt JJJp) aD(t) D)y

24. p. 161 et 162, equation (6.81) : terme cW. en trop

i/// cd3:c+// Q -nds
dt JJJpt) oD(t) — ¢

N /»/E(t)rﬂ)(t) Q) ndS = //D(t) fod’z. (6.82)
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25. p. 168 : H(a) da au liew de H(a) - da
da — da = {(d') - &(a) = H(a)da + O[(sa)’], (7.1)
26. p. 169, équation (7.7) : produit da’-€(a)- da non défini dans ce cours
00’ ¢(a) da = éaj ij(a) daj . (7.7)
27. p. 172, équation 7.16 : Sup,cq au lieu de Sup,cq

1 lerad B (z)|
lB = SUPEGQW . (716)

28. p. 174, titre de 7.3.3 et ligne suivante : ~(z, da, d0d’') au lieu de
¥(z, da, da’)
29. p. 179, : On rappelle 'on a... au lieu de On rappelle 'on 'a

30. p. 182, équation (7.49) : remplacer l’équation par

o) = Al @+

Hen

e
1 2
= 5)\ (6“) +u €ij€ij
1 2
= §>\ (€11 + €22 + €33)° +

i (€ + 6By + €y + 26 + 2e5 + 263) (7.49)

31. p. 197, question 11) : k au lieu de R
32. p. 199, équation (7.106) : remplacer ’équation par
10% 9%

33. p. 200, premiére équation : remplacer ’équation 1 =1 sin(kxs —
wt) ... par
x1 =1 sin(kxz+wt) et 29 =0,
34. p. 200, énoncé : remplacer k =40 cm™! par k = 4% cm L.

35. p. 200, question 8 : remplacer la question par 8) Calculer le terme
de production d’énergie interne et commenter le résultat.

36. p. 214, Exercice 8.2, question 6 : Calculer la chaleur totale dégagée
par cette compression au lieu de ... chaleur totale par cette compression

37. p. 215, Tableau A : 2, Q : Q au lieu de —2p, 2 :Q

38. p. 222, Corrigé 1.1, question 1: Ay = —v Ay
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39.

40.

41. p

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

95.

Mécanique des Milieux Continus, O. Thual, December 17, 2006

p. 222, Corrigé 1.2, question 3: A = ... = 13.5 1075. On en déduit
. sans unité au liew de A = ... =13.510"% Pa. On en déduit ...
p. 223, Corrigé 1.2, question 7 : Q—... = 13.5 1075. On en déduit

. sans unité au lieu de = 13.5107% Pa. On en déduit ...

. 223, Corrigé 2.2, question 3 : sinyy = C12/v/C11vVCa2 au lieu
de 72 = VC11vCa2

p- 224, Corrigé 2.3, question 4 : “lorsque k est petit, c’est une
erpérience ...”

p. 224, Corrigé 3.2, question 4 : les unités sont des Pa/s

p. 226, Corrigé 3.7, question 1 : div U = 0?/0x1019—0*/0x1019 =
0 au liew de div U = —0%1)/0x10x9 + 0% /021029 = 0 avec la nouvelle
convention pour la fonction de courant.

p- 226, Corrigé 3.7, question 2 : Seule la troisieme composante au
lieu de Seule la deuxieme composante

p- 226, Corrigé 3.7, question 3 : avec la nouvelle convention pour
la fonction de courant Lip[z(s),t] = ... = ¢(s) ( g;/; gf’l + gﬁi gﬁ;) =0

. oY 0 oY 0
au liew de Lop[z(s),t] = ... = ¢(s) (_8_9?)28_;/)1 + 8_928_5;) =0.
p. 228, question 9 : s'écrit (s — 1)[s? — (2 + k%)s + 1] au lieu s[s® —
2+ KkHs +1]

O = (n—1i|/n) 6l au liew a\? = (jn—i|/n) 8l

p. 228, question 11 : q;
p. 235, question 1 : remplacer ge® par g(cos ae® — sin ae™).

p-. 235, question 6 : remplacer p(x, z) = f(x)—pogz cos a par p(x,z) =

f(x) = pog(z — h) cos a.
p- 235, question 8 : remplacer U"(z) = par U"(z) = —g

sin

p- 235, question 11 : contrainte au lieu de force

p- 235, question 11 : (cosa§(3) — sinag(l)) au lieu de e®.

p. 236, équation (9.1) : remplacer l’équation par

1 0 0 —cosa 0 sin av
g=—pam |0 1 0| —pog(h—2) 0 —cosa 0

0 0 1 sin av 0 —cosa
(9.1)

p. 236, question 17 : remplacer = —pgSgh’sin®a/(3v, ) par =
—po S g2h3sin? o/ (3vy )
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Erreurs portant sur la forme

1.

10.

11.

12.

13.

p. 13, paragraphe 2, ligne 1 : ... élastique (chapitre 7), on ...

p- 20, ligne 3 : ... une masse de 4,5 tonnes ...

p- 26, paragraphe 4 : En notation indicée on peut alors écrire ...
p. 27, équation (2.9) : = au lieu de ==

p. 27, équation (2.11) : F,;(a) Fyj(a) au liew de Fy;(a) , Fpj(a)

p. 27, équation (2.11) :

p. 40, paragraphe 2, ligne 6 : une rotation au lieu de un rotation.
p. 81, Probléme 3.8, ligne 4 : {1, ¢®?), 3},

p- 87, paragraphe 3, ligne 4 : Ce résultat au lieu de Cet résultat.
p- 119, Tableau 5.1 : remplacer 0 par 0 pour les grandeurs vectorielles
nulles

p- 142, titre de 6.1.4 : Loi de conservation de la masse au lieu de

Lois de conservation de la masse
p- 179, ligne 1 : que l'on a fait au lieu de que 'on I’ a fait.

p. 183, équation (7.54) : A= .. et b= .. (7.54)
au liew de A= .. p=.. et . (7.54)
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PARTIELS

Les partiels portent sur les chapitres 1 & 5 du livre “Introduction a la Mécanique
des Milieux Continus Déformables”, O. Thual, Cépadues-Editions 1997.

PARTIEL 2006

PROBLEME 9.1| La gomme et le chat

On considere, dans ce probléme, une longueur de référence [ que ’on prendra
égale a 2 cm pour les tracés graphiques. On définit le domaine )y par :

Qoz{geﬂ%gtelqueogaggl, la1| <1 et — lZ—a%gaggl}.

Grandes déformations

On considére un mouvement z = X (a,t) défini par
1 =k(t)ay, x3=ay, et x3 = az + B(t) a? (9.2)

avec k(t) = 1+ a[l — cos(2wt)] et B = [y sin(wt) avec a > 0 et Fy > 0.
Pour les tracés graphiques, on considérera les valeurs numériques o = 1/2,
Bo=1lcem letw=m/4s L

1) Tracer l'intersection entre le domaine g et le plan ay = 0.

2) Tracer sur un méme graphe les fonctions k(t) et 3(t) en fonction du temps.

4) Calculer le volume du domaine € et de son image €(t).

5) On considere les points E;,i = 1,...,6 dont les coordonnées respectives
a = (al,ag,ag) sont Fy : (—1,0,0), Ey : (0,0,—l), FEs - (1,070), Ey
(1,0,1), E5:(0,0,1) et Eg: (—1,0,1). Tracer ces six points dans .

6) Tracer les images H;,7 = 1,...,6 des ces six points de coordonnées z =
X(a,t) au temps t, = 2 s.

)
)
3) Calculer le tenseur des dilations C(a,t) pour tout point a.
)
)

15
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7) Calculer la jacobienne F(a,t.) pour le point Eg au temps t = t,.

8) Dessiner deux petits vecteurs da = da e et da' = da e® autour de FEg
en choisissant da quelconque. Dessiner leurs images respectives dz et da’
autour du point Hg.

9) Déduire des questions précédentes un tracé approximatif de la frontiere
0Q(t,) du domaine Q(t,) dans le plan (x1,x3).

Images de cercles

10) Interpréter les composantes de C(0,t) pour tous temps.

11) On considere Cp le cercle de centre a = 0 et de rayon [/4 dans le plan
(x1,x3). Dessiner le cercle C, dans le domaine € ainsi que son image au
temps t = t, = 2 s dans le domaine Q(t,), méme schématiquement.

12) Donner ’équation de cette image a 'aide des coordonnées (x1,x3).

13) On considere les points G et D dont les coordonnées a respectives sont
G :(-1/2,0,1/2) et D :(1/2,0,1/2). Dessiner ces points dans le domaine
Qg ainsi que leurs images respectives L and R au temps t = t, dans le
domaine Q(t,).

14) Calculer la jacobienne F(a,t,) autour du point D.

15) Dessiner deux petits vecteurs da = da e et da’ = da e® autour de D
en choisissant da quelconque. Dessiner leurs images respectives dz et da’
autour de 'image de D au temps t = t,.

16) Calculer, pour le temps t = t,, angle de glissement des directions Ox;
et Oxg prises autour du point D a t = 0 s. Comparer avec la question
précédente.

17) Déduire des questions précédentes le tracé approximatif de l'image au
temps t = t, des petits cercles de centres respectifs G ou D et de rayon
1/10.

18) Dessiner approximativement les images successives de g de t = 0 s a
t=4s.

19) A quoi est égal Q(t) pour t =4 s ?

Cinématique

20) Calculer le champ de vitesse eulérien U(z, t) associé au mouvement X (a, t)
ci-dessus.

21) Donner I'expression B(")(a,t) de la représentation lagrangienne du champ
B dont la représentation eulérienne est B(z,t) = ’ym% pour z3 > 0 et
B(z,t) =0 pour x3 < 0, ou 7y est un constante.

22) Donner I'expression de Cé—]f(g, t).

23) Calculer les tenseurs des taux de déformation D(z,t).

24) Tracer la trajectoire issue du point D a ¢t =0 s jusqu'a t =4 s.
)

25) Calculer le taux de dilation relatif Wl(t)%[é])(t)] d’un petit volume 0V(t)

pris autour de cette trajectoire.
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26) Donner I'expression du vecteur rotation w(z,t).

27) Tracer les lignes de champs du champ de vitesse pour t = t, = 2 s.

28) On note p(z,t) la masse volumique d’un milieu continu contenu dans le
domaine Q(t). Ecrire ’équation de conservation de la masse a 'aide des
fonctions k(t), 5(t).

29) En déduire, en supposant que p(z,0) = po est un champ homogene a
t = 0, son expression pour tout temps.

30) Comparer ce résultat avec Iexpression du jacobien J(a,t).

31) On note B(t) = flo) B(z,t) d3z. Calculer B(0).

Corrigé page 17

Corrigé La gomme et le chat

temps, t=0 H6

) B

Figure 9.1: a) Qg avant déformation pour t =0, b) Q(t.) au temps t, =2 s.

Grandes déformations

1)La trace de la frontiere 09y dans le plan o = 0 est représentée sur la
figure 9.1a). 2)La fonction k(¢) oscille entre k(0) = 1 et k(2) = 2 avec une
période de 4 s. La fonction [5(t) oscille entre 5(6) = —1 et 5(2) = 1 sur une
période de 8 s. 3)On a Cy; = k2 + 4Ba%, Cy =C33 =1, Ci13 = C31 = 20aq
et Cj; = 0 sinon. 4)Le domaine Qg étant un cylindre dont la section droite
est la réunion d’un rectangle et d’un demi-disque, on calcule aisément que
son volume est V() = (2 + 7/2)I3. Comme J(a,t) = k(t), on a V[Q(t)] =
Jow dz® = Jo, J(a,t) da® = k(t)V() 5)Les coordonnées x = (x1,x2,73)
des points images des points E; sont Hy : (—4,0,4), Hs : (0,0,—2), Hs :
(4,0,4), Hy : (4,0,6), H5: (0,0,2) et Hg : (—4,0,6) exprimées en cm. 6)Ces
points sont représentés sur la figure 9.1b). 7)Les composantes de F(a,t.)
pour a = (—1,0,1) sont Fi; = 2, Fy1 = —4, Fhy = F33 = let Fj; =0
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sinon. 8)On a dx = F(a,t.)da et dz’ = F(a,t,)da’ on g est le vecteur des
composantes du point Eg. On a donc 5m = 5(1(2 0,—4) et 02’ = §a(0,0,2).
9)Le tracé de la frontiere de Q(t,) est effectué sur la figure 9.1b).

Images de cercles

10)Les composantes de C(0,t) sont Cj; = k2, Oy = C33 = 1 et Cij =
0 sinon. Les angles de glissement des directions de base sont nulles. La
dilation relative dans la direction eV est k(t). Elle est égale &4 un pour
les autres directions. 11)La question précédente permet un tracé approxi-
matif du cercle Cp et de son image X (Cp,ts) qui sont représentés sur la fig-
ure 9.1. 12)L’équation du contour fermé X (Cp, t,) dans le plan (z1,z3) s’écrit
23 /K2 (t) + (23 — B(t) :E%/k?2(t)]2 = 12/16. 13)Le tracé des points G et D et de
leurs images L and R est effectué sur la figure 9.1. 14)Les composantes de
F(a t ) 0i1a-(l/2 0 1/2) sont F11 —2 F22 :F33:1, F31 =2et Fij =0
sinon. 15)On a éx = F(a,t.)da et 0z’ = F(a,t.)da’ ol a est le vecteur des
composantes du point D. On a donc dx = 5a(2 0,—4) et dz' = a(0,0,2).
16)Les deux petits vecteurs dz et da’ font un angle de 7/4. L’angle de
glissement est donc 19 = 7/4. 17)Comme [/10 peut étre considéré comme
relativement petit devant 1’échelle 1/, I'image des “yeux du chat” sont des
presque des ellipses que l'on peut tracer a partir des petits vecteurs Jdx et
ox'. 18)Les images successives de 0y pour ¢ € [0s, 8s] sont visibles sous forme
d’animation & 'adresse nwtp://ww.enseeins.tr/ thuar/otmc/. 19)On a Q(t) = € pour
t=4s.

Cinématique

20)Les composantes du champ de vitesse U(z,t) sont Uy = k(t)x1/k(t),
Uy = 0 et Us = B(t)z}/k%(t). 21)On a B (a,t) = ’y[ag + B(t) a?)? pour
az > B(t) a? et BL)(a,t) = 0 pour a3 < B(t) a?. 22)On a & ez By t) = U3 g—fi =
2v6(t)x? x3/k%(t). 23)Les composantes de D(z,t) sont Dy = k(t)/k(t),
D13 = D31 = B(t)x1/k>(t) et D;; = 0 sinon. 24)Les trajectoires z(t) telles
que z(0) = a sont des paraboles d’équation x1 = a1 + 2a(z3 — a3)?/ (B3 a?).
Le tracé de la trajectoire, d’équation x; = 1+ .5[1 — cos(7t/2)] cm et xzg =
1+ sin(7t/4) est donc le morceau de parabole DR de la figure 9.1b). 25)Le
taux de dilatation div U = k(t)/k(t) ne dépend pas du point de départ
de la trajectoire. 26)Le vecteur rotation est w(z,t) = —3(t)x1/k(t) e®@.
27)Les lignes de champs & t = t, sont définies par dxi/U; = dxs/Us ce
qui entraine drs/dz; = Us/U; = [(t.)z1/ {k(t*)k(t*)} en choissant de les
parametrer par la variable x1. Ces lignes sont alors des paraboles d’équations
x3 = B(t.)z}) {21@( k(t )} + b3 ou bs est une constante. 28)La loi de conser-

vation de la masse s’écrit —B—i—p div U = 0 avec div U = k(t)/k(t). 29)Comme
p do 1 — —f:(t)/k(t), on peut écrire %f( (a,t)/p") (a,t) = —k(t)/k(t) et donc

pP(a,t) = C/k(t) ott C est une constante. En utilisant la condition initiale
p(a,0) = po et le fait que k(0) = 1, on obtient p(z,t) = po/k(t). 30)Ce
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résultat peut se trouver directement en remarquant que p(=) (a,t) = po J(a,t)
avec J(a,t) = k(t). 31)On a B(0) = fé das fil day fé va3 daz = 215,

PARTIEL 2005

PROBLEME 9.3| Chat dans un écoulement parabolique

On considere, dans ce probléme, une longueur de référence d que ’on prendra
égale a 1 cm pour les tracés graphiques. La valeur numérique d’une deuxiéme
longueur, notée [, n’est pas précisée ici. Etant données trois longueurs X, Y
et L, on définit le domaine Qo (X, Z, L) par :

QO(X,Z,L):{QGIR?’ telque 0<ay<l, J|ag—X|<L

(a1 — X)? 3 (a1 — X)2}

et §a3—Z§—L—|—

L 4 4L

1) Sur un méme graphique, tracer la projection dans le plan (aj,as) des
domaines Q¢(0,0,4d), Qo(—2d,2d,d/2), Qo(2d,2d,d/2) et Q(0,d/2,d).

Champ de vitesse

On considére un mouvement défini par sa représentation eulérienne U(z,t)

dont les composantes sont Uy = 0, Uy = 0 et Us = 3 (16d*> — 2%) ou 3 est

une constante positive qui prendra la valeur g = % em™! s7! dans pour les

tracés graphiques.

2) Calculer I'accélération Cil_%@’ t).

3) Calculer D(z,t) pour les points z tels que z1 = 2d.

4) Calculer le vecteur rotation w(z,t) pour ces mémes points.
5) Tracer le profil de vitesse U3 en fonction de x7.

)
)
)
6) Calculer la trajectoire x(t) issue du point a = (aq,asg, as).
7) Tracer les lignes de champs du champ de vitesse U(z, t).
8) Donner ’expression du mouvement X (a,t).
9) En déduire I'expression du mouvement inverse A(z,1).

)

10) Donner I'expresssion de la représentation lagrangienne U (a,t) du champ
de vitesse.

Déformée du chat

11) Montrer que la projection dans le plan (x1,x3) de 'image (X, Z, L) au
temps t de configuration de référence Qy(X, Z, L) est une surface comprise
en deux courbes que I'on explicitera. On pourra noter v = t¢.

12) Sur le méme graphique, tracer précisement la projection, dans le plan
(1, x3), du domaine déformé €2;(0,0,4d) pour t = 4 s.
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13) Tracer précisement la projection, dans le plan (z1, x3), du domaine déformé
9:(0,d/2,d) pour t =4 s.

14) Toujours sur le méme graphique, tracer schématiquement et sans calculs
la projection dans le plan (x1,x3) des domaines déformés Q;(2d, 2d, d/2)
et Q4(—2d,2d,d/2) pour t =4 s.

15) Donner 'expression B (L)(Q, t) de la représentation lagrangienne du champ

B dont la représentation eulérienne est B(z,t) = ax? ol a est un con-

stante.
16) On note D(t) = %(0,0,4d) et B(t) = [p) B(z,t) d3z. Calculer B(0).
17) Calculer %B(t).
18) En déduire B(t) pour tout temps ¢.

Grande déformation

On considere la grande déformation X (a) définie par ses composante X; = ay,
X9 =ag et X3 =ag —F’y(16d2 —a%) avecd=1cm et v= % cm ™.

19) Quel lien existe-t-il entre cette grande déformation X (a) et le mouvement
X(a,t) des questions précédentes.

20) Calcul le gradient de la déformation F(a) pour a = 2d (g(l) + §(3)).

21) En déduire le tracé des images respectives des petits vecteurs da = da e
et da’ = dae® pris autour du point a = 2d (Q(l) + §(3)).
22) En déduire un tracé schématique de 4(2d,2d,d/2) pour t =4 s.
23) Calculer le volume du domaine €4(0, 0, 4d).
24) En déduire le volume du domaine (0, 0,4d) pour t =4 s.
)
)

25) Calculer le tenseur des dilatations g(g) pour a = 2d (g(l) + Q(g)).

26) En déduire l'angle de glissement des directions eM) et e®). Comparer
avec le résultat d’une des questions précédentes.

27) En déduire la dilatation relative des petits vecteurs orienté dans la direc-
tion g(?’).

28) Calculer le tenseur des dilatations C'(0) obtenus pour a = 0.

29) Comparer avec le tracé de ,(0,d/2,d).

Corrigé page 20

Corrigé | Chat dans un écoulement parabolique )
I Hea—pretedtion dans le plan (aq,a3), le domaine Q4(0,0, L) est compris au-

dessus d’un morceau de parabole reliant les points (—L, L), (0,0) et (L, L),
et au-dessous d’un morceau de parabole reliant les points (—L, L), (0,3L/4)
et (L, L), ce qui ressemble a un croissant inscrit dans un carré de coté 2L. Le
domaine Qy(X,Y, L) s’obtient & partir de 2¢(0,0, L) par une translation de
vecteur (X,0,L). Le tracé des quatre ensembles indiqués ressemble & une téte
de chat (voir figure) inscrit dans un parralépipede rectangle dont la projection
dans le plan (a;,a3) est un carré de coté 8d.
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Champ de vitesse

2)Comme %—% =0,U1=Us=0c¢et g—% =0,ona Z—% = 0. 3)Les composantes

K;; du gradient des vitesses K sont toutes nulles sauf K3; = —28z1. On en
déduit que les composantes D;; sont toutes nulles sauf D3 = D31 = —f(z1,
qui valent Di3 = D33 = —2(3d au point indiqué. 4)Les composantes du
tenseur des rotations 2 sont toutes nulles sauf Q13 = —{Q3; = Sz1. En util-

isant la relation €231 + we = 0, on en déduit w = Bz e? qui vaut w = 206d
au point indiqué. 5)Le profil de vitesse Us(x1) est celui d’'une parabole qui
s’annule pour |z1| = 4d et est maximum pour x; = 0. 6)L’équation de la tra-
jectoire est z(t) = a + B(16d*> — a})te®. Ces trajectoires formes des droites
paralleles & e®). 7)Comme le champ de vitesse est stationnaire, lignes de
champ et trajectoires sont confondues. 8)On a X (a,t) = a+3(16d>—a?)te®).
9)On en déduit A(z,t) = z — B(16d> — 23)te®. 10)On a UP)(a,t) =
B (16d% — a?).

Déformée du chat

11)La projection de Q4(X, Z, L) dans le plan (x7,x3) est comprise au-dessus

de la parabole d’équation 23 = Z+~(16d> —2%)+ (21— X)?/L, qui s’écrit aussi

T3 — (Z + 16vd? + XTZ) = (% — ’y) r? — % x1 et en-dessous de la parabole
s . . 2

d’équation aussi x3 — (Z + 16vd? + ff—L + %) = (ﬁ — 7) 3:% - % x1. 12)La

projection de €4;(0,0, 4d) est la surface au-dessus de la parabole x3 — 16vd> =

(ﬁ — ’y) 22 et au-dessous de la parabole 23 — 167d? — 3d = (Tld — ’y) 22. En

utilisant les valeurs numériques de 3, t et d qui conduisent a ~v = i cm™!

et d = 1 cm, ces équations s’écrivent respectivement xrz = 4cm et xg —
2 .
7em = —3cm ({2-)°. La surface est au-dessus de la droite z3 = 4cm et

en-dessous de la parabole concave passant par (—4,4), (0,7) et (4,4) (en
cm). 13)L’application numérique montre que la projection de l'image de
Q4(0,d/2,d) est au-dessus de la parabole x3 — 4.5cm = 0.75cm (192](1)2 et en-
dessous de la droite 3 = 5.25cm. 14)Le tracé de la forme des “yeux du

temps, t=0 temps, t=4

Figure 9.2: Domaines : a) avant déformation pourt =0, b) au temps t = 4 s.
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chat” au temps t = 4 s se fait intuitivement en interpolant la déformation
des “la téte” et “la bouche”. 15)On a B (aq,t) = oza% 16)On a B(0) =

al [ a2 <f3;l/+(j;/ (164) dag) day = al [*4, (3da3 + f — 5) day = 20 ald"

17)On a %B( ) = Ipp (E + Bdiv Q) dr = 0 car Cil—]f =0et divU = 0.
18)On en déduit que B(t) = B(0).

Grande déformation

19)On peut écrire X (a) = X(a,v/F). On s’intéresse a la grande déformation
entre la configuration de référence a t = 0 et la configuration a t = v/f3,
qui vaut t = 4 s pour l'application numérique. 20)Seules les composantes
Fi1 = Fyo = F33 =1, F31 = —27ya de F(a) sont non nulles. On a F3; = —4~d

pour le point particulier indiqué. 21)On a dz = F da = da (g(l) — 47d§(3))

et 02’ = Fdd' = dae®. 22)On a dz = da(eM) — ). Comme la projec-
tion de Qo(Zd, 2d,d/2) est inscrite dans le rectangle de sommets (1.5d,2d),
(1.5d,2.5d), (2.5d,2.5d) et (2.5d,2d), on peut considérer, en considérant que
da = d/2 est petit (facteur 8 devant 4d), celle de ;(2d,2d,d/2) est in-
scrite dans le parallépidede de sommets (1.5d,2.5d), (1.5d,3d), (2.5d,2d) et
(2.5d,1.5d). On en déduit le tracé approximatif de Q:(2d,2d,d/2). 23)Le

32d+a§/(16d) dai das = 16d*>. 24)Comme J(a) =
ai/(4d)

det F'(a) = 1, les volumes sont conservés. Le volume de €2;(0,0,4d) est égal a
16d? pour tout temps t. 25)On en déduit que C11 = 1+4va?, Coy = C33 = O et
C13 = C31 = —2vay sont les seules composantes non nulles de C(a). 26)On
en déduit que siny;3 = C13/v/C11Cs3 = —2va1/y/1 + 4vya?. Pour le point
considéré, on obtient sin~y;3 = —4vd/\/1 + 16vd?. L’application numérique
conduit a sinyy3 = —1/ V2 ce qui entraine y3 = —m/4. Ce résultat est con-
forme avec la réponse de la question 21. 27)La dilatation relative dans la
direction ) est \/C33 = 1. 28)On a C(0) = L. Il n'y a pas de déformation
dans le voisinage de 0. 29)On remarque que la déformation de la bouche du
chat est faible, méme si elle est visible & cause de sa taille finie.

PARTIEL 2004

Certaines questions du probléme sont construites sous forme de “Question-
naire & Choiz Multiples” (QCM) avec trois réponses possibles [(a), (b) ou (c)]
suggérées dans un tableau. Pour chaque ligne, on justifiera la réponse choisie
a l'aide d’une démonstration, succinte mais compléete.

volume est Vy = [ fﬁd

|EXERCICE 9.5| Calcul tensoriel axisymétrique 2D

On se place dans le plan [g(l),§(2)] en notant 1 = x et z9 = y les coordonnées.
On note respectivement B(z) = B(z,y) et V(z) = [Vi(z,y), Va(z,y)] un

champ scalaire ou un champ vectoriel bidimensionnel (2D). On note alors

grad B = (85 , %5 ) le champ de vecteurs de composantes g—g et grad V le
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champ de matrices 2 X 2 de composantes g;/’%. Etant donnés deux champs de
J

vecteurs U(z) et V(z) bidimensionnels, on note A = U ® V. la matrice 2 x 2
de composantes A;; = U; V;. On note R(z) = R(x,y) = v/x? + y? le champ
scalaire 2D appelé “rayon”. On note enfin e,.(x) = R(lx) z = R(i m (z,9)

et eyg(z) = % eB Az = @(—y,m) deux champs de vecteurs unitaires
2D respectivement appelés “vecteur unitaire radial” et “vecteur unitaire az-
imuthal”.

1) Choisir la bonne expression de chacun des champs de la colonne de gauche
du tableau 1.

(a) : = (b): = (c) : =
grad (B™) n B" ! grad B n B" ! grad B nB"grad B
grad (B V) grad BV | V®grad B+ BgradV | BgradV
"Uey) VeoU UV u-v
UeV)W = u-vyw u-w)v V.-w)u
arad [F(B)] | F(B)grad B | F(B)ogad B | F(B) grad B

Table 9.1: Calcul de cinq expressions de champs

2) Choisir la bonne expression de grad B dans le tableau 2.

3) Choisir la bonne expression de chacun des champs de la colonne de gauche
du tableau 3.

4) Choisir la bonne expression de grad V' dans le tableau 4.
5) Choisir la bonne expression de grad V. dans le tableau 5.

La suite du partiel était constituée des questions 2 a 14 de ’examen 200
regroupées sous le titre “Tourbillons en repére tournant”.

|[EXERCICE 9.6| Accélération de Coriolis

On note ((t) = Q(t — t,) ou t est le temps et t, une constante. On appelle
“mouvement d’entrainement” l'application X (ent)(g, t) définie par

cosa —sina 0
X, t) = RB()a  avec  Rla) = (sina cosa 0) -
0 0 1

On appelle “mouvement relatif” 'application qui associe a tout point a une

matrice colonne notée X () (a,t) et de composantes Xi(rd)(g, t). On appelle
enfin “mouvement absolu” le mouvement défini par

X @) (g, t) = R[B(t)] X" (a,t) .

1) Calculer les composantes de la représentation lagrangienne ylent)() (a,t)
du champ de vitesse d’entralnement.

2) En déduire que la représentation eulérienne de ce champ de vitesse s’écrit
Q(ent) (&7 t) =0 §(3) A x.
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B (a) : grad B=| (b) : grad B = | (c): grad B =
z’ 2z e (z) ]| grad [|z|
R*(z) e (z) ]| grad |z| 2z
RQ"(Q) 2n R 1le (z) 2n Rn=1, 2n R2n—1 eq(x)
R(z) T e (z) 5 & (z)
FIR@)] | F'[R@z) e (z) | FR@]z | F'[R(@) e(z)

B0 AP D L
T <:§§, ) | EZZ) ( + _”fy)
R?e. ®ey <_:Z2 xy> (xy y22 <—9§y 22 )
Rle,@e, (jy 2‘3) ( e ;Z ) ( —yxy _xgy)
2 = — 2 2
rooe (0 25
e ®e. +eyRey 21 -1 /

Table 9.3: Calcul de cinq expressions de champs de tenseurs

Vv (a) : grad V = (b) : grad V = (c) :grad V =
z e e, £ ey ® €y
Rz | R" (n§r®§r+£) (n+1)R"L nRv1]1
R*le, | (n+1)RI n R R (ne, ®e, +1)
Qr %Q@ ® 69 %Qr ® Qr %i
F(R) F(R) e ®e¢, F(R)e ®e, F'(R) eg @ e,
| +2F(R)e,®ep | +5F(R)eg®ep | +5F(R) eg @ eg
Table 9.4: Calcul de grad V. pour cing champs V()
Vv (a) : grad V = (b) : grad V = (c) : grad V =
Re 0 1 0 0 0 -1
=0 -1 0 -1 0 1 0
nRe @ e, nR" e ®ey nke,. ® ¢
R"tle (0 -1 (0 -1 L0 1
R (1 O) LR (1 O) R (_1 0)
i1 ey et —noy = {nHy Dew 4
R €9 —ny? nxy (nH)a*y? nay ny? nxy
R27n R27n R2—n R2—n R27n R27n
€ —L e, ®e — % €9 ® €9 — %€, ®€,
F(R) F'(R) e, @e, F(R) ¢g ® e, F'(R) ey @ e,
e
-0 @Qr X ey —@27« X e _@% ® eg

Table 9.5: Calcul de grad V. pour cing champs V()
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3) Montrer que le tenseur des taux de rotation associé au champ de vitesse
d’entrainement est un tenseur g(ent) constant. Calculer le vecteur rota-

(ent) constant associé.

tion w
4) Montrer, en comparant les représentations eulérienne et lagrangienne du

champ de vitesse d’entrainement, que I'on a 4 R[3(t)] = Q(em) R[B(t)].
5) Exprimer la représentation lagrangienne U®>)(F) (g, t) de la vitesse ab-
solue en fonction de R[3(t)], Q(Cm), XD (g t) et la représentation la-
grangienne U () (¢ ) du mouvement relatif.
6) On note respectivement T@) () (g 1) et DDE) (¢, ) les représentations
lagrangiennes des accélérations des mouvements absolus et relatifs. Mon-
trer que

E(abs)(L) _ E(ﬁ) E(rol)(L)+2 Q(cnt) E(ﬁ) Q(rol)(L)+Q(ont) Q(ont) E(ﬁ) X(rcl) )
7) On note respectivement D) (g, 1) et LD (2, t) les représentation eulériennes

des accélérations des mouvements absolus et relatifs. On suppose que
X (abs) (a,ts) = X (ent) (a,ts) = X(rel)(g, t«) = a. Montrer que l'on a alors

E(abs) (i, t*) _ E(rel) (&, t*) +2 g(emt) /\Q(rel) (i, t*) _|_g(ent) A (g(ent) A &) )

8) Donner un argument permet de généraliser cette relation vraie pour t = t,

a toutes les valeurs de temps t = t'.

9) En notant (%)(abs) — % + U@) . grad et (%)

conclure en justifiant la relation

2
dU(abS) (abs) dU(rol) (rel) (g(ont) /\Q)
Y _ . (ent) (rel) _

( o ) o +2 W AU grad 5

rel
(rel) _ %_'_Q(rel) 'g&d,

10) Relier 'approche de ce probleme & la notion de “points coincidants”
habituellement invoquée pour définir 'accélération de Coriolis.

Corrigé page 25

Corrigé Calcul tensoriel et rotation

Calcul tensoriel axisymmétrique

: grad (B™) = n B""! grad B car %(B") —n Bl g_g.

:grad (BYV) =V ®grad B+ Bgrad V car %(BVZ-) =V gTE; +B gTVj'
®V) =V ®U car ses composantes sont V; U;.
=V.-WU =U; V; W;.

a) : grad [F(B)] = F'(B)grad B car %[F(B)] = F'(B) g—ﬁ.

(a) : grad (z%) =2 z car a%i(a:j xj) =20 x5 = 2x;.
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(c) : grad [R*(z)] = 2 z car R? = 22
(a) : grad [R?"(z)] = 2n R?>" ¢, (z) en utilisant grad (B") = n B" !grad B
avec B = R? et = Re,.

(b) : grad [R(z)] = e,(z) en posant n = %
(a) : grad (FIR(z))) = F'[R(z)] ¢, (z) car grad [F(B)] = F/(B)grad B.
3)[babac]

[
(b) : R2§r®§r: x, )®($7y):(12 zg)

vy oy
)@ (—y2) = (T 5 ).

) R ey@e, = (—ya) @@y = (2 ).
(a) : B2 eg@ep = (—y,2) @ (—y,2) = (%4, 22).

) : grad (e, ® e, + €9 ® ¢g) = I en additionnant les deux matrices.

(b) : grad (z) = I car z = (z,y).

(a) : grad (R"z) = R" (n e ®e +1 ) en appliquant la relation grad (BYV) =
V ®grad B + B grad V.

(c) : grad (R"t'e,) = R® (ne ®gr+£) en remarquant que Re, = x et
appliquant la relation précédent.

(a) : grad (e,) = R€9®€9 en posant n = —1 et en utilisant I = e, ®e, +egRey.

(b) : grad [F(R) e,] = F'(R) e, ® e, + 5F(R) ¢y ® ey en utilisant la relation
grad (BV) =V ®@grad B + B grad V.
5)[cabab].

(€) : grad (Reg) = (2 ) car Reep = (—y,2).
(a) : grad (R"Tley) = nR"ey @ e, + R"(‘f
grad (BV) =V ®@grad B + B grad V.

—nzy —z —(ntDy
(b) : grad (R"ley) = < e BT ) en remplacant ey ® e, par son
—RE=w RI=m

o) en appliquant la relation

expression matricielle.

(a) : grad (ey) = —% e, ® ey en posant n = —1 et en utilisant ’expression
matricielle de ey ® e,

(b) : grad [F(R) ey] = F'(R) ¢y ® ¢, — Fgf)e ® eg en utilisant la relation
grad (BV) =V ®@grad B + B grad V.

Corrigé| Accélération de Coriolis

1)L’expression lagrangienne U1 (g, t) = g () (g, ¢) de la vitesse d’en-

tralnement a pour composantes ngnt)(L —Q(aq sin B+asg cos ), UQCnt)(L) =
Q(ay cos B—agsin f) = et Qgent)(L) = 0. 2)On en déduit Qgent)(L) = —QXfent),
Qgent)(L) _ QXéent)’ d’oit Qgent) (E, t) 0 o, Q(ent)( ) 0 1 et U(ent) (Z, t) _
0, ce qui sécrit U (z,¢) = Qe®) Az, 3)On a w(ent)( ) =Q e( ). On
en déduit que la matrice associée Q(ent) est constante. 4)On a U™ (z,t) =
Q(ent) 2. On adonc Q(ent)(L) (Q, t) — Q(ent)[X(ent) (CL t) t] _ Q(ent) X(ent ( ) —

)
Qe RB(H)]a. Légalite UTD (a,1) = 2 X (a,t) = LRIFH)] a et

I’expression précédente conduisent a 4 R[3(t)] = Qlent) R[p ( )]. On peut
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aussi vérifier directement cette relation a partir de I'expression de R. 5)On a

U0 (a,) = FX (a,1) = RB()] FXU(a, t)+FRIFE)] XUD(a,t) =

RIB(1)] UV (a,t) + Q) R[B(¢)] X (a, ).

6)L’accélération L) (q,t) = QQ(abs)(L)( ) = ﬁ[ﬂ(t)]%g(rel)(” (a,t) +
t

4 RI3(t)] UEDE) (g, 1)+ RB(1)] 2T (g, 1)+ 00 )c%ﬁ[ ()] X (a, )

est E(abs)( ) :ﬁ(ﬂ) E(rel)( )+2 Q(ent) R(ﬂ)U(ent)( )+Q(ent (ent) R(ﬁ) X(rel)'
7)Comme B ((a,t),t,) = B[K(Q,t ), t«] = Bla,ti] pour “tout champ B et
pour les trois mouvement X du probléme, on peut écrire B(z, t,) = B (z, t.,).
On en déduit E(abs) — E(rel) +2 Q(ent) Q(rel) + Q(ent) Q(ent) 2 et donc E(abs) —
@D 4 9 yent) A el 4 j(ent) A (g(ent) A g) 8)Pour un temps ¢ quelconque
que l'on note t', on considere des descriptions des trois mouvements (ab-
solu, relatif et d’entral nement) telles que les trois configuration de référence
coicident a l'instant t’. L’expression eulérienne de l’accélération absolue est
reliée aux expressions eulériennes des autres champs avec les mémes relations
que celle de linstant t,. 9)Comme 'accélération absolue s’écrit L(abs) =

abs rel
(%)( ) plabs) | pleed) _ (%)( U o que e A (€® Az) = —3q D —

#02) 7 abs) _ (i) D reel)

zg e = erad [(® Az)?], on a finalement (%) pr

e Az
20e63) A Q(Cnt) — grad {92(7/\)] 10)Ce probleme a permis de justifier

I’expression de 'accélération de Coriolis 2 went) A U (re) ot de 'accélération
d’entrainement we) A A (w (rel) A z). La notion de point coincident invoquée
pour le mécanique du point correspond ici a la notion de “configuration de
référence coincidente” a l'instant ¢ considéré.

PARTIEL 2003

Le partiel 2003 était consititué de l’exercice “Cisaillement triple” et du probléme
“Rotation dans les fluides”.

|[EXERCICE 9.8| Cisaillement triple

On considére un petit cube de centre z dans un milieu continu soumis a
des contraintes. On effectue trois expériences (a), (b) et (¢) respectivement
caractérisées par les forces de contacts suivantes, oy étant une constante :

(a) | T (z,eM) =0 T (z,e?) =0pe® | T (z,e®) = g9 e®
(b) I(b) (z, Q(l)) = 0y §(3) I(b) (L_( )) 0 I(b) (£a§(3)) = 0y §(1)
(©) | T9(z,eM) = 0ge?® | T (2,e@) = g9 | T (z,e®) =0

1) Exprimer les trois tenseurs des contraintes ¢(®(z), g®(z) et o(9(z)
correspondant aux trois expériences.
2) On effectue les trois expériences simultanément en superposant les trois
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systémes de forces. Exprimer les tenseur des contraintes g(z) correspon-
dant a cette nouvelle expérience.

3) Calculer les forces de contact exercées sur une petite surface normale a
el +e®? 4 6 pour cette nouvelle expérience.

4) Calculer les forces de contact exercées sur une petite surface de normale
n sin est normal & eV + @ + ()

PROBLEME 9.9| Rotation dans les fluides

Mouvement de rotation solide

On considere un mouvement défini par sa représentation lagrangienne
x1 =aj cos(wt) —ag sin(wt), xo=ay sin(wt)+ ay cos(wt) et x3 = ag

oll w est un constante positive. On pourra utiliser la notation R(«) pour
désigner la matrice de la rotation d’axe ¢® et d’angle « et P pour désigner
la projection orthogonale de I'espace sur le plan (e;, e5).

1) Calculer le tenseur des dilatations relatives C(a,t) de ce mouvement.

2) En déduire la valeur des taux de dilatation relatives A(a,da) et des angles
de glissement v(a,da, da’) pour deux directions orthogonales.

3) On considere un milieu continu animé de ce mouvement et dont la masse
volumique pg est homogene a t = 0. Calculer sa masse volumique pour
tout temps ¢ > 0. Que vaut le Jacobien J(a,t) ?

4) Calculer la représentation lagrangienne du champ de vitesse U (a,t).

5) Calculer la représentation lagrangienne du champ d’accelération I' (L) (a,t).

6) Montrer que pour tout temps ¢, la déformation inverse A(z,t) s’exprime
sous la forme A(z,t) = G(t) z oit G(t) est un tenseur homogene en espace.
7) En déduire la représentation eulérienne U(zx,t) du champ de vitesse.
8) Calculer le tenseur des taux déformations D(z,1).
9) Calculer le tenseur des taux de rotation Q(z,t) ainsi que le vecteur rota-
tion w(z,t).
10) Calculer la représentation eulérienne I'(z,t) de laccélération en com-
posant ' et A.
11) Calculer de nouveau I'(z,t) en explicitant % U.

12) Calculer enfin I'(z,t) en utilisant la relation
4U=5U+serad U + 1ot UAU .

On définit les coordonnées polaires (R, O) par le changement de variables
(a1,a2) = (Rcos©, RsinO) et les coordonnées polaires (r,6) par le change-
ment de variable (z1,22) = (rcosd,rsinf).

13) En écrivant le mouvement sous la forme r = X,.(R,0,t) et 6 = Xy(R, O, 1),
donner les expressions des fonctions X, et Xy.
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On définit e, (6) = cos 0 e +5inf e@ et eg(f) = —sinéd e +coshe®@. On
note alors U(z,t) = U,(r,0,t) e,(0) + Ug(r,0,t) eg(0) le champ de vitesse.

14) Indiquer 'expression des fonctions U, et Uy pour le mouvement que 1'on
étudie.

15) Calculer l'accélération tangentielle I',(r,6,t) et laccélération normale
Ly(r,0,t) pour ce mouvement.

16) Tracer les trajectoires associées a ce mouvement ainsi que les champs de
vitesse U et d’accélération I

Tourbillon ponctuel

On considere un nouveau mouvement défini par la représentation eulérienne
de son champ de vitesse

U, = —B(wl,xg)xg , Us = B(a:l,xg)xl et Us=0

-1 .
avec B(x1,22) = 5~ (m% + JE%) ou vy est une constante positive. Ce mouve-

ment n’est donc défini que pour ||z + x3|| > 0.

17) Calculer le tenseur des taux de rotation (z,t) et le vecteur rotation
w(z,t). En déduire la valeur de rot U.

18) Calculer le tenseur des dilatations D(z,t).

19) On consideére un milieu continu animé de ce mouvement et dont la masse
volumique pg est homogene a t = 0. Calculer sa masse volumique pour
tout temps ¢t > 0.

20) Exprimer I’accélération I' en coordonnées cartésiennes.

21) Donner 'expression des composantes U, (r,0,t) et Uyp(r,0,t) du champ de
vitesse U(z,t) = U, e,(0) + Ugey(f) en coordonnées polaires.

22) Exprimer l'accélération I' en coordonnées polaires. En déduire une rela-
tion entre I',. et Uj.

23) Donner l'expression de la représentation lagrangienne r = X, (R, 0,t)
et 0 = Xy(R,0,t) de ce mouvement en coordonnées polaires et dans le
plan (eM), e®). En déduire 'expression du X (a,t) de ce mouvement en
coordonnées cartésiennes.

24) Tracer les trajectoires associées a ce mouvement ainsi que les champs de
vitesse U et d’accélération I

25) On considere le point z, = 7. e Calculer les valeurs propres du tenseur
D en ce point et tracer ses vecteurs propres dans le plan (1, z2).

26) En déduire, dans ce plan, le tracé schématique de 'image par le mouve-
ment d’un petit cercle de centre z, au bout d’un laps de temps court.
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Corrigé| Cisaillement triple

0 0 0 0 0 oo 0 0 0
1)Onacg®=[0 0 o9, c®=[0 0 0 |etg®@=]0o 0 0].
0 o9 O oo 0 O 0 o9 O

0 o9 op 1
2)Ona g = g@ + g® 4 g0 = (O’o 0 00>. 3)Pour m = %(1),
og og O 1

on a T'(x,m) = g(x)m = 20pm. C’est un vecteur propre de o(x). 4)Les
valeurs propres s de g(z) sont les racines du polynome s> — 330(2] — 208 =

(s + 09)?(s — 209). On retrouve la valeur propre 2 og associée a la direction
m. Comme g(z) est symétrique, le plan perpendiculaire & m est un espace

propre, donc associée & la racine double s = —og. Si n est dans ce plan, on a
T(z,n) = —ogn.

Corrigé| Rotation dans les fluides

Mouvement 2D

coswt —sinwt 0
1)La jacobienne F(a,t) =

sinwt coswt 0) = R(wt) représente la
0 0 1

rotation d’axe e® et d’angle wt. Elle est indépendante de lespace. Les
déformations sont linéaires car elles s’écrivent X(a,t) = R(wt) a. On en

déduit C = 'FF = R(—wt)R(wt) = I. 2)On a donc A(a,da) = 1 et

v(a,da,da’) = 0 en tous points?c pour toutes directions. 3)Comme J(a,t) =
1, on a pB(a,t) = po/J(a,t) = po. La masse volumique est égale a po
pour tous temps. 4)Comme X (a,t) = R(wt)a, on a UH(a,t) = R(wt)a

avec R(wt) = w P R (wt+ Z). 5)On obtient alors B (g, t) = R(wt)
—w22 R(wt) a. 6)On inverse X(a,t) = R(wt) a en A(z,t) = G(t) z

avec G(t) = R(—wt). 7)Comme U(z,t) = UB[A(z,t),t], on peut éerire

2

Ul,1) = R(wt) A1) = w PRI +3) R(~wt) z=wPR(3) z =

w {—3:2 e + 1y g(z)] On a donc U; = —wxe, Uy = wxy et U3 = 0. 8)On
vérifie que D(z,t) = 0. Il 0’y a pas déformation. 9)On a Q(z,t) =w P R (5)
et w = w g(3). Le vecteur rotation est constant. C’est celui de la rota-
tion solide. 10)On a I(z,t) = D) [A(z, 1), 1] = —w? P R(wt) R(—wt)z =
~w? Pz =—w?(z1eM +20e?). 11)Comme I' = LU = 2U + U - grad U,
que %Q = 0et U-grad U = —wxga%lg—kwxla%zg = —w?goe® —
w2z e, on a bien L(z,t) = —w? (2 e + x4 §(2)). 12)On a grad U? =

w? grad (a7 +23) = 2w (wlg(l) +w2§(2)) etrot UANU =2 wAU =
2w eB® A (—w g e + wa g(z)) = —2 w? (acl e + 25 §(2)). On retrouve
donc bien I' = %g@d U?+rot UNU = —w? (:1:1 e + 1 §(2)). 13)On établit
facilement que le mouvement s’écrit r = R et § = © + w t. 14)Le champ de

vitesse en coordonnées polaires et en représentation eulérienne s’écrit U, = 0
et Up = w r. 15)L’accélération en coordonnées polaires s’écrit I', = —w?r et
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I'y = 0. 16)Les trajectoires sont les cercles de centre 0. La vitesse pointe dans
le sens trigonométrique (w > 0) et 'accélération vers le centre. La vitesse est
nulle au centre et infinie a I'infini. C’est une rotation solide.

Tourbillon ponctuel

2x119 w323 0
17)On a K(z,t) = & (23 +23)" 2| 22—22 —2z120 0. On en déduit
0 0 0
Q =0etw=0. 18)Comme le gradient des vitesses est un tenseur symétrique,
on a D(z,t) = K(z,t). 19)On a divU = trD = 0. On a donc p(z,t) =

po pour tout temps. 20)Un moyen rapide de calculer I'(z,t) consiste a
écrire I’ = %Q + %gr@d U?+rot UNU = %g@d U? dans la mesure ol

U =0etrot U= 2w =0 Comme U? = 25 (22 +22) " on obtient

4m2
I =-B2 (3:1 e —I—xgg(z)). 21)On a U, = 0 et Uy(r,0,t) = 7—. 22)On a
2
r, = —4—7322—73 et 'g =0. On a donc I', = —%. 23)On peut écrire r = R et

6 = © + 515t. On en déduit que X(a,t) s’écrit z1 = ay cos(wt) — ag sin(wt),
Ty = a1 sin(wt) + ap cos(wt) et x3 = ag avec w(ai,az) = 5- m 24)Les

trajectoires sont des cercles de centre 0, les vitesses pointent dans le sens
trigonométrique (y > 0), les accélérations vers le centre. La vitesse devient
nulle a l’inﬁni et infinie au centre. 25)Le tenseur D(z,,t) vérifient Dyp =
Dy = 27r, D;; = 0 sinon. Ses valeurs propres (%, 2’;,0) sont respectivement
associées aux directions propres (ﬂ(+),ﬂ(_),§(3)) avec n(®) = % (Q(z) + g(l)).
26)Un petit cercle centré en x, a t = 0 se déforme en une ellipse de grand axe
n(t) et de petit axe n{™) au bout d’un petit temps. Les grandeurs i% sont

respectivement les vitesses de dilatation relatives (ou de compression) de ces
axes.

PARTIEL 2002

Le partiel était constitué des questions 1 a 11 de l’exercice et “grande déformation”
de l'examen ainsi que de l’exercice “Calculs sans efforts 7.

|[EXERCICE 9.10| Calculs sans efforts

En tout point z d’'un domaine Q on suppose que les forces de contact T'(z,n)
exercées sur un élément de surface de normale n vérifient les relations

e(3)} - gwg e® I[ 7 (2)} D) — gxé et T [Ln(”} _ gxz e

ou {Q(l), e, §(3)}, est un repere orthonormé, xg la troisieme composante de

x dans ce repere et ﬂ(l) = % (g(l) + §(2)) un vecteur unitaire. On suppose

que la densité des forces extérieures de volume est f(z) = —3 z.

1) Quelle est la dimension du parameétre constant 3 ?
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2) Exprimer toutes les composantes du tenseur des contraintes g en fonction
de z.

On considere un sous-domaine D qui a la forme d’un parallélépipede centré
en 0 de cotés 1, lo et I3 qui est donc défini par

I ly l
’D:{QEZR3 ]w1]<— \x2]<§et\x3]< ;} . (9.3)
3) Calculer I'expression de f  (z) = div o(z).

4) Calculer la résultante F (D) = Foxivol (D) +Fextcont (D) des forces extérieures
de volume et des forces de contact extérieures a D.

5) Calculer le moment Mxivol (D) en O des forces extérieures de volume.

6) Calculer le moment Mextcont (D) en 0 des forces de contact extérieures a
D.

On suppose qu’a I'instant considéré le domaine €2 est animé d’un mouvement
décrit par le champ de vitesse eulérien U(z) = « g(l) ou « est une constante.

7) Calculer la puissance Pextvol (D) des forces extérieures de volume.
8) Calculer la puissance Pexicont (D) des forces de contact extérieures a D.

Corrigé page 32

Corrigé| Calculs sans efforts

1)La constante 3 est en N m~* ou encore en Pa m~2. 2)Les composantes du
tenseur des contraintes sont 011 = 093 = g (23 +23), 012 = 091 = 033 = gwg
et 013 = 031 = 093 = 032 = 0. 3)On obtient fooe =dive =pz. 4)Comme

S T/ =0, 0na E(D) =0. 5)0n a Mexivol(D) = fpz A f(z) d®z =0

car f = —fz. 6)Comme g est symétrique, on a Moextcont(D) = [pz A

icont(x) A3z = 0 car io = fz. T)On a Pevot(D) = [pf-U B —
/2

_O‘ﬁl?li%fz/le dry = —Oéﬁlzls{ } e 0. 8)On a Pegicont(D) =

Isf Jeont U &z + [[po: D d3z. La premicre intégrale est nulle comme
I’a montré le calcul de Pextvol(D). La seconde intégrale est nulle dans la
mesure ott D = 0. Donc Pextcont (D) = 0.

PARTIEL 2001

Le partiel était constitué des parties “cinématique” et “grande déformation”
de l'examen 2001 ainsi que de l’exercice “Contraintes de cisaillement”.

|EXERCICE 9.11| Contraintes de cisaillement

On considere la densité surfacique T'(z,n) des forces extérieures de contacts
exercées sur une petite surface de normale n par le milieu continu situé du
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cOté vers lequel pointe n. On suppose que 'on a les relations suivantes :

T(z,nf)=c"n" , T@n)=cn e T(xe?)=0 (94

+ 1 (1) 3) - _
avec n —\/i(g +e )et@ =
constantes.

% (—Q(l) +§(3)) et ot o et 0~ sont des

1) Exprimer le tenseur des contraintes g(z) dans le cas 0 = 0g et 0~ =
—09p.

2) Dessiner dans ce cas les forces surfaciques exercées sur les faces d'un petit
cube de centre z et dont les cotés sont
paralleles aux directions de la base canonique. Interpréter ce systeme de
contraintes.

3) Re-itérer cette question dans le cas ot 0T =4 0g et 0~ = —2 0.

Corrigé page 33

Corrigé| Contraintes de cisaillement

1)011 a 011 = 033 = %(O’++O'_), 013 = 031 — %(O’

Dans le cas 07 = 0g et 0~ = —0g, on a 011 = 033 = 0 et 013 = 031 = 0p.
2)Les forces surfaciques sont paralleles aux cotés du cube. Elles exercent un
cisaillement. En effet, I(Lg(l)) = B et I(g,g(?’)) = ¢ 3)Dans le cas
ot = 4dog et 07 = —20¢, on a 011 = 033 = 0g et 019 = 091 = 30¢p. Les
contraintes exercées sur les faces de normales e(!) et e®) sont respectivement
T(x,g(l)) = 0y (Q(l) + 3§(3)) et T(z, §(3)) =0y (3§(1) +§(3)).

PARTIEL 2000

Le partiel 2000 était constitué des parties “cinématique” et “grande déformation’
de ’examen 2000 ainsi que de l’exercice suivant.

*t—07) et 0;; = 0 sinon.

A

|EXERCICE 9.12| Tenseur des contraintes

En un point £ donné d’un milieu continu, on mesure les forces de contact
T'(z,n) exercées sur un élément de surface de normale n. On suppose que

{g(l),§(2),§(3)} est un repere orthonormé et que l'on a obtenu les égalités
suivantes :

Tlz,eM] = o (—€® +1e®)
T[z,e®] e® = —op
T [z Q(g)} Ne = —gge?. (9.5)

1) Quelle est la dimension de T'(z,n) (unités SI).
2) Donner les composantes du tenseur des contraintes g(zx).

3) Calculer les valeurs propres de g(z)
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4) Calculer ses directions propres.

Corrigé page 34

Corrigé| Tenseur des contraintes

2| c’est-a-dire en Pascal. 2)On

1)La force de contact T’ et en Newton par m
trouve que 011 = 093 = 033 = —0(, 012 = 021 = 0, 013 = 031 =y 0¢ et 093 =
032 = 0. 3)L’ensemble des valeurs propres est {—oq, (—1+ y)og, (—1 —)oo}
4)L’ensemble des vecteurs propres normés correspondant est {§(2), e+, g(_)}

avec §(+) — %(g(l) +§(3)) et Q(_) — %(g(l) — §(3))

PARTIEL 1999

Le partiel était constitué des questions 1 a 13, 21 a 26 et 30 a 37 de l’examen
1999

PARTIEL 1998

NB : le probleme est volontairement trop long. Il est recommandé de suivre
Uordre des questions, le baréme privilégiant les premiéres questions. Il recom-
mandé d’étre trés concis (mais précis) dans la réponse auzr questions. On
pourra tracer les courbes directement sur les figures donnés dans l’énoncé.

PROBLEME 9.13| Ecoulement de Poiseuille

On consideére un écoulement de Poiseuille défini par la représentation eulérienne
Uz, t) = B (12— 22) ¢V du champ de vitesse dans le repere orthonormé

e, @ Bl On choisit pour ce mouvement la configuration de référence
Qo = Q(0) occupant le cube ||a|| <1 & Uinstant ¢t = 0.

Etude locale du mouvement

On considere la trajectoire z(t) définie par z(t.) = z,. On consideére ensuite
la trajectoire z'(t) définie par z/(t,) = x, + 6l ) avec 61 > 0. On note dz(t)
le vecteur (de taille finie pour le moment) défini par dx(t) = z'(t) — z(¢). On
note dz(t) sa norme et 6(t) angle qu'il fait avec I'axe Ox;. Dans un premier
temps, on choisit z, = —1 e3).
1) Dessiner la trajectoire z(t) et le vecteur dz(t) & des instants successifs
t >t
2) Pour 0l fixé, calculer dz(t) et O(t) pour tout temps et indiquer le sens de
variation de ces fonctions du temps.

3) Calculer le développement limité & l'ordre 1 en ¢t de dx(t) et 6(t) au
voisinage de t = t, pour 4/ fixé.
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4) Calculer le développement limité a l'ordre 1 en 61 de dz(t)/dl et ~(t) =
w/2 — 0(t) au voisinage de §l = 0 pour t > ¢, fixé.

5) Calculer le tenseur des taux de déformation D(z,,t,). Relier les valeurs
des composantes D33 et D13 aux résultats de la question 3.

6) Calculer le tenseur des taux de rotation Q(z,,t.) et le vecteur rotation
w(z,,ts). Interpréter le résulat.

7) Déterminer la base de diagonalisation de D(z,,t.) et interpréter ses com-
posantes dans cette base.

8) On suppose a présent que z, = 0. Reprendre les sept questions précédentes
pour ce nouveau choix de z,.

9) Comparer les résultats obtenus pour z, =0 et z, = —lg(?’).

Tenseur des dilatations

On s’intéresse a la grande déformation entre la configuration de référence
Qo = Q(0) et la configuration déformée €(¢) au temps .

10) Exprimer le tenseur des dilatations C(a,t) de cette déformation et in-
terpréter ses composantes Cs3 et Cy3.

11) Commenter le cas particulier a = 0.

Grande déformation de cercles de tailles finies

On s’intéresse & 'image du cercle Cer(O, p) d’équations a3 +a3 = p? et ag = 0
dans la configuration de référence )y par la déformation due au mouvement
et reliant le temps ¢t = 0 au temps t. On note Boo(p, t) la courbe image de
ce cercle dans le configuration déformée (t).

12) Montrer que 'image du cercle obéit aux équations

2
—I—a:g:p

2

[:cl i+ 5

2

et x2=0 (9.6)

ou d(t) et r(t) sont des fonctions de t que 1'on explicitera.
13) Tracer la courbe r(t) et indiquer le temps ¢, tel que r(t,) = p.

On choisit une valeur de 7 et on note ¢, = 1/(2 5 r) de telle sorte que r(t,) = r.
A Tinstant t,., on considére le point M de coordonnées [d(t,),0,0] dans le
repere Ozixoxs. On considere alors le repere orthonormé Mxyz défini par
le changement de coordonnées x = x1 — d(t.), y = x2 et z = x3. Soit N,
A et D les points dont les coordonnées dans le nouveau repere Mxyz sont
respectivement [—r,0,0], (p,0,0) et (—p,0,0).

Cas p < r a l'instant ¢,

Dans un premier temps, on suppose que p < r. On cherche une construction
graphique de la courbe Boo(p, t,).
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14) Dessiner sur une méme graphe le cercle Cer(N, r) de centre N et de rayon
r puis le cercle Cer(M, p) de centre M et de rayon p.

15) Calculer ’équation de la courbe, notée Par(M, r), image au temps ¢, du
segment défini par a; = 0, ag = 0 |ag| < 4 r dans le repere Oajazas.

16) Montrer que le rayon de courbure de Par(M, r) au point M est égal a r.

17) Dessiner sur le méme graphe que précédemment la courbe Par(M, r) en
tragant les tangentes aux deux extrémités.

18) Montrer que l'intersection du plan z = p et de la courbe Par(M, r) est
un point B appartenant aussi a la courbe Boo(p, t,).

19) Calculer F(a,t,) pour a = p e®).

20) En déduire que la tangente & Boo(p, t,) en B est dans la direction (V.

21) Montrer que les points A et D appartiennent a Boo(p, t,) et tracer la
tangente a cette courbe en chacun de ces points.

22) Toujours sur le méme graphe, donner l’allure de la courbe Boo(p, t,).

Cas p > r a 'instant ¢,

On suppose maintenant que p > r. On cherche une construction graphique
de la courbe Boo(p, t,).

23) Tracer sur un graphe les points M, N, A, B et D, les cercles Cer(N, r)
et Cer(M, p) ainsi que la courbe Par(M, 7).

24) Tracer sur le méme graphe la courbe Par(N, r) image au temps ¢, du
segment de la configuration de référence 2y défini par a; = —r, ag =0
lag| < 4.

25) Représenter sur le graphe l'intersection @ de la droite Nz et du cercle
Cer(M, p). Représenter ensuite I'intersection C' de la droite Qz et de la
courbe Par(N, r). Montrer que le point C' appartient a la courbe Boo(p,
t,). On note ¢ la coordonnée sur e®) des points @ et C' dans le repére
Oxyz.

26) Calculer le tenseur F(a,t,) pour ¢ = qe® dans la configuration de
référence.

27) En déduire que I'image d’un vecteur infinitésimal da tangent en a = qg(g)
au cercle Cer(O, p) est proportionnel a e®.

28) En déduire la tangente de Boo(p, t,) au point C.

29) Donner ’allure de la courbe Boo(p, t,).

Famille de courbes Boo(p, t)

On suppose que l'on fixe le temps t et que 'on fait varier le rayon p du cercle
centré en 0 dans la configuration de référence et dont 'image a Uinstant ¢ par
le mouvement est la courbe Boo(p, t) .

30) Décrire le lieu des points C' lorsque p varie pour les valeurs de p telles
que C existe.
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Figure 9.3: Figures a compléter selon ’énoncé du Partiel 1998
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31) Utiliser les constructions graphiques précédentes pour tracer au moins
trois courbes Boo(p, t) pour un gamme de p représentative de la toute la
famille p variable ¢ fixé.

32) Montrer que pour t fixé et p tendant vers zéro I'image d’un cercle est un
cercle.

Corrigé page 38

Corrigé Ecoulement de Poiseuille

Etude locale du mouvement

1) Pour z, = —le®, la trajectoire x(t) est un point (adhérence & une
paroi). Le vecteur dz(t) fait un angle 0(t.) = /2 qui décroit vers 0 avec
le temps. Son extrémité reste sur une trajectoire rectiligne. 2) dz(t) =
SI\/1+ 3221 — 01)2(t — t4)?% et O(t) = m/2 — arctg[B]2l — 1| (t — t.)]. La fonc-
tion dz(t) est croissante, sa pente en t = t, est nulle et tend vers l'infini
lorsque ¢ tend vers l'infini. 6(t) est décroissante de 7/2 & 0. 3) dz(t) =
SI+O0[(t—t.)?]. Onaf(t) = m/2—B(21—0l)(t—t,)+O[(t—t,)?]. 4) 6z(t)/6l =
VI+ 2802t —t.)2 + O(01%). On a v(t) = arctg[261(t — t.)] + O(61%). 5)
Seuls Di3(z,,t.) = D3i(x,,t.) = [l sont non nuls. Au voisinage des points
immobiles a3 = —I et de t = t,, les longueurs des petits vecteurs (in-
finitésimaux) restent inchangées dans le mouvement. L’angle de glissement
du couple (g(l), g(?’)) croit avec une pente 23] au voisinage de t = t,. En
utilisant %‘?—ﬂt* = Ds3(z,,ts) on voit que la nullité de D33 traduit la nul-
lité de la pente de la fonction dz(t) au voisinage de t = t,. Ce résultat
est aussi visible dans le développement limité en ¢ de dx(¢). En utilisant
%y(t*) = 2D13(z,, t«) on voit que la valeur de Dy3(z,,t.) se retrouve dans le
développement limité en ¢ de y(t). 6) Seuls Qi3(z,,t.) = —Q31(2y, t) = Gl
sont nuls. On a donc w(zx,,ts) = Ble®. Au voisinage des trajectoires ag = 0
le taux de rotation égal a (5l en valeur absolue et dans le sens trigonométrique
inverse du plan Ozyz3. 7) La base de diagonalisation de D(z,,t.) est en-

gendrée par les vecteurs %(g(l) + §(3)), %(g(l) — g(g)) et_g(z). Le taux

de dilatation dans la direction %(g(l) + g(?’)) est £01. 8) Pour z, = 0 la
trajectoire z(t) est rectiligne. Le vecteur dz(t) fait un angle 6(t.) = /2
qui croit vers m avec le temps. Son extremité reste sur une trajectoire rec-
tiligne. 0z (t) = dl\/1+ B2(t — )01 et O(t) = /2 + arctg[B(t — t.)dl].
La fonction dx(t) est croissante, sa pente en t = t, est nulle et tend vers
I'infini lorsque ¢ tend vers Uinfini. La fonction 0(t) est croissante de 7/2 a
7. Le développement limité en temps est dz(t) = ol + O[(t — t4)?]. On a
0(t) = 7/2 + B(t — t.)0l + O|(t — t.)?]. Le développement limité en 4l est
6z(t) /0l = 1+ O(01*). On av(t) = —B(t — t.)06l+ O(61%). On a D(z,,t,) = 0.
Au voisinage des trajectoires ag = 0, et les longueurs des petits vecteurs
(infinitésimaux) restent inchangées dans le mouvement et les angles de glisse-
ments des couples de vecteurs orthogonaux sont nuls. Ceci est conforme avec
le fait que l'ordre 1 du développement limité en 6l de dx(t) et 6(t) est sont
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respectivement 1 et 0. On a Q(z,,t.) = 0 et w(z,,t.) = 0. Au voisinage des
trajectoires ag = 0 le taux de rotation est nul. Toutes les bases diagonalisent
la matrice nulle D. 9) Le point z, = 0 correspond a un extremum du profil de
vitesse alors que le point z, = —1e®) est représentatif d’un point quelconque.
Au voisinage d'un extremum de vitesse il n’y a pas de déformation (D = 0)
ni rotation (2 = 0) a l'ordre 1.

Tenseur des dilatations

10) Seuls 011 = 022 = 1, 013 = 031 = —2[3a3t et 033 =1 + 4ﬁ2a§t sont non
nuls. 11) On a C(0,t) = L. Les longueurs et les angles des petits voisinages
des trajectoires ag = 0 sont conservés dans le mouvement.

Grande déformation de cercles de tailles finies

12) Le mouvement inverse A(z,t) s'écrit a; = x1 — d(t) + 23/[2r(t)], ag = x2
et az = x3 avec d(t) = B1%t et r(t) = 1/[23t]. 11 suffit de remplace a = A(z, 1)

dans I"équation du cercle. 13) La courbe r(t) est une hyperbole qui décroit
vers zéro. Au temps t, = 1/(20p) la fonction r(t) croise p.

Cas p < r a linstant ¢,

Figure 9.4: Courbe Boo(p, t,) pour p < r.

14) Voir figure 9.4. 15) L’image de a; = 0 avec |ag| < 4r est x1 = d(t,) —
23/(2r) = (I — 23)/2r avec |z3| < 4r. C’est une parabole. 16) Le cercle
osculateur des Par(M, r) est le cercle Cer(N, r). 17) Voir figure 9.4. 18) Le
point B est I'image du plus “haut” (en z3) point de Cer(O, p). 19) Seuls Fy; =
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Figure 9.5: Courbe Boo(p, t,) pour p > r.

Figure 9.6: Courbe Boo(p,t) pour plusieurs valeurs de p
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Fyy = F33 = 1 et F13 = —p/r sont non nuls. 20) Un petit vecteur da = Sae®)
tangent en g = pg(g) au cercle Cer(O, p) se transforme en dz = E(g, t) da =
daeM) tangent & Boo(p, t,). 21) Dans un plan “horizontal” x3 = constante,
les distances “horizontales” sont inchangées par le mouvement. Les points A
et D sont donc situés sur I'image Boo(p, t,) de Cer(O, p) au temps t,. Les
tangentes en ces points sont paralleles e® car F(0,1) laisse invariante cette
direction. 22) Voir figure 9.4.

Cas p > r a l'instant ¢,

23) Voir figure 9.5. 24) Voir figure 9.5. 25) Voir figure 9.5. Dans un plan

“horizontal” x3 = constante, les distances “horizontales” sont inchangées
par le mouvement. Ceci entraine que C' appartient a la courbe Boo(p, t,).
26) Seuls F1y = Fy = F33 = 1 et Fi3 = —q/r sont non nuls. 27) Le

vecteur tangent au cercle est proportionnel au vecteur (d,0,q). Son produit
par E(qg(?’),tr) est proportionnel e®. 28) La tangente de Boo(p,t,) en C
est donc “verticale”. 29) Voir Figure 9.5.

Famille de courbes Boo(p, t)

30) Le lieu des points C' est la parabole Par(N, r). 31) Voir figure 9.6. 32)
Etant donné que C'(0,t) = L, I'image d’un cercle infinitésimal est un cercle.

PARTIEL 1997

Le partiel 1997 était consitué du probléme “Mouvement de déformation

affine”.

PROBLEME 9.14| Mouvement de déformation affine

On considére un mouvement X (a,t) défini par les équations
r1=a1+atay, To=as+atay, T3 = as . (9.7)

On suppose que la configuration de référence 2y = 2(0) est un volume de
particules pris a I'instant ¢ = 0 qui occupe un cube de coté 2 [ et de centre 0
défini par — < a; <[ pour ¢ = 1,...,3. On choisira o > 0.

1) Calculer pour tout instant ¢ le volume V(t) du domaine (t) constituant
la configuration déformée.

2) Tracer la courbe V(t) en fonction du temps. En déduire le temps ¢, a
partir duquel le mouvement cesse d’étre physique.

On supposera désormais que le mouvement n’est défini que sur 'intervalle
temporel [0, ¢.].
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Point de vue lagrangien

A t fixé, on considere la déformation entre la configuration de référence €2y et
la configuration déformée ().
3) Calculer la dilatation relative autour d’un point a quelconque de €2y dans
la direction 1 engendrée par le vecteur unitaire e(!).
4) Calculer 'angle de glissement 7y entre les directions 1 et 2 autour d’un
point a quelconque.
5) Calculer la valeur de cet angle de glissement 19 pour ¢ = t,. Commenter
ce résultat.

Point de vue eulérien

6) Calculer la représentation eulérienne U (E)(g, t) du champ de vitesse de
ce mouvement.

7) Calculer le tenseur des taux de déformation D ainsi que le tenseur des
taux de rotation £2.

8) Calculer le taux d’allongement relatif autour d’un point quelconque z de
Q(t) dans la direction 1.

9) Calculer le taux de glissement entre les directions 1 et 2 autour d’un point
quelconque z de Q(t).

Changement de repeére

10) Calculer les dilatations relatives autour d’un point @ quelconque de €
dans les directions engendrées par les vecteurs e 4@ et ) — (2,

11) Calculer 'angle de glissement entre ces deux directions.

12) Donner les valeurs propres et les directions propres du tenseur des dilata-
tions C(a,t) pour tout point a et tout temps ¢.

13) Ecrire I'équation 2/ = X' '(@,t) des trajectoires dans une base propre de
ce tenseur, et décrire la configuration de référence 2y dans cette nouvelle
base.

Etude d’un nouveau mouvement

Sauf mention contraire, on s’intéresse désormais au nouveau mouvement
X'(d,t) défini par les équations

i =d) +atd, rh=aH)—atad, rh =aj . (9.8)
On note f (1), f ) et f () les vecteurs de base associés aux coordonnées xy, b,
et 4. On suppose que la configuration de référence ) = Q(0) est un volume
de particules pris a l'instant ¢ = 0 qui occupe un parallélépipede défini par
~IV2<a<Iv2pouri=1,2et -l <a}<I.

14) Calculer pour tout instant ¢ le volume V'(¢) du domaine ' (¢) constituant
la configuration déformée.
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15) En déduire le temps ¢, a partir duquel le mouvement cesse d’étre
physique.

On supposera désormais que le mouvement n’est défini que sur l'intervalle
temporel [0, t,].

Elasticité linéaire

On suppose que le domaine Q'(t) est occupé par un milieu élastique homogene
et isotrope de module de Young F et de coefficient de Poisson v. On s’intéresse
aux moments initiaux pendant lesquels la déformation est suffisamment petite
pour que la loi de Hooke reste valide. On suppose que chacune des faces du
domaine '(t) est contrainte par une force surfacique uniforme et normale que
I’on note F; pour la face de normale a i(i) pour ¢ = 1,...3. On suppose que
le mouvement est suffisamment lent pour que 'on puisse négliger les forces
d’inertie du matériau.

16) Calculer les allongements relatifs A;(a) = A (g; oa i(i)) — 1, pour i =
1,..,3, ou A (a; da) désigne la dilatation relative autour du point a dans
la direction du vecteur da.

17) Exprimer ces allongements relatifs en fonction des forces surfaciques F7,
F5 et F3 en utilisant la loi de Hooke.

18) En déduire la valeur de ces forces en fonction du temps.

Trajectoires et lignes de champs

On cherche maintenant a décrire les trajectoires et les lignes de champs du
nouveau mouvement X’ (Q/ , t).

19) Dessiner le domaine '(¢) & trois instants différents.

20) Donner I’équation des trajectoires sous la forme zf, = f(z)) et en tracer
au moins cing.

21) Calculer I’équation des lignes de courant du champ de vitesse a I'instant
t = 0. En tracer au moins cing.

22) Calculer ’équation des lignes de courant du champ de vitesse a tous les
instants et tracer leur allure.

23) Dessiner le lieu des points x qui ont été balayés au moins une fois par au
moins une trajectoire du mouvement.

Connection avec le premier mouvement

On considere toujours le mouvement défini par les équations 2’ = X'(d/,t)
mais on suppose maintenant que la configuration de référence Qo = Q(t) est
le cube de coté 21 défini par |af + ab| <12, [af —ap| <12 et faz’ <1

24) Dessiner au moins trois positions de la configuration déformée €(t) ainsi
qu’au moins cing trajectoires.
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25) Dessiner I'allure du lieu des points 2’ balayés au moins une fois par les
trajectoires de ce mouvement.

26) Calculer explicitement ’équation des frontiéres de ce lieu de points.

27) Indiquer et tracer les forces que 1'on doit appliquer au domaine (t) du
premier mouvement X (a,t) pendant le temps ot le matériau qu’il contient
garde un comportement homogene et isotrope.

Corrigé page 44

Corrigé| Mouvement de déformation affine

(
3

1) V(t) = J(a,t) V(0)

= (1 —a?t?) V(0) = 813(1 — a? t?). 2) V(t) est une
parabole de sommet (0, 8]

1
). te =1/a.

Point de vue lagrangien

3) Les composantes du tenseur des dilatations sont C1; = Ca = 1 + a?t?,
Ci2 = Co1 = 2at, C33 = 1 et C;; = 0 sinon. Ce tenseur est indépendant
de a. La dilatation relative dans la direction 1 est A (g; 5a§(1)) = /Ci1
= V1+ a?t?. 4) L’angle de glissement v12(¢) ne dépend pas de a et vérifie
sinyia = C12/v/C11 O =2 a t/(14+a? t2). On adonc 12 = arcsin[2 o t/(1+
a? t%)]. 5) On a y12(t,) = 7/2. Les directions 1 et 2 se déforment jusqu’a
étre confondues pour t = t,.

Point de vue eulérien

6) UI(E) = a(zy — at x1)/(1 — a?t?), Q(E) = a(r; — at x3)/(1 — a?t?) et
UéE) = 0. 7) Les composantes du tenseur des taux de déformation sont
Dyy = Doy = —a? t/(1 — %), D1a = Doy = /(1 — &*t?) et D;; = 0 sinon.
Ce tenseur est indépendant de z. Les composantes du tenseur des taux de
rotation sont nulles : €;; = 0. 8) Le taux d’allongement dans la direction 1

est D11. 9) Le taux de glissement entre les directions 1 et 2 ne dépend pas
de z et est égal & Lyia(t) = 2 Dig = 2a/(1 — a2t?).

Changement de repére

10) Les dilatations relatives dans les directions bissectrices de e et e sont
A [Q; da (g(l) + §(2))} =14+atet A [Q; da (g(l) — g(z))} =1—at. 11) L’angle
de glissement ~y [Q; da (e + @), da (e — §(2))} entre ces directions est nul
pour tout temps. 12) Les directions engendrées par e 4¢e@ et M) -2 sont
les directions propres de C(a,t) respectivement associées aux valeurs propres
(14 at)? et (1 — at)?. La direction engendrée par ¢®) est associée & la valeur

propre 1. 13) Les équations des trajectoires dans une base propre quelconque
de C sont celles du mouvement étudié ci-dessous.
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Etude d’un nouveau mouvement

14) V'(t) = J(a,t) V'(0) = (1 — a?t?) V'(0) = 1613>(1 — o?t?). La configra-
tion de référence de ce nouveau mouvement & un volume double que pour le
mouvement précédent. 15) ¢, = 1/a. On retrouve le méme temps limite que
pour le mouvement étudié avant le changement de base.

Elasticité linéaire

16) Les allongements relatifs sont Ay = at, Ay = —at et Az = 0. 17) En
invoquant le principe de superposition on peut écrire Ay = (F} — v Fy —
v Fg)/E Ay = (—I/ Fi+F —v Fg)/E et Az = (—I/ Fi —v Fy + Fg)/E 18)
En comparant les deux expressions précédentes des allongements relatifs on
obtient Fi =at E/(14+v) F» = —at E/(1 +v) et F3 =0.

Trajectoires et lignes de champs

19) La section carrée du domaine s’allonge dans la direction 1, s’applatit
dans la direction 2 et s’écrase sur l'axe engendré par i Wyt = t«. 20) Dans
les plans normaux a x3 = ag, les trajectoires suivent les courbes d’équation
xo = az (2 —x1/a1) ot a = (ay,az,a3) € Q. 21) Les composantes de la

vitesse eulérienne du mouvement dans la base (f M, i(z), f (3)) sont Ul(E)’ =

a i /(1 + at), UQ(E)’ = —a z5/(1 — at) et U?EE)’ = 0. At =0 les lignes

de courant du champ défini par UI(E)’ = o 7] et U2(E)’ = —a x4 sont des

courbes zf, = f(x]) telles que df (x})/dz} = UQ(E)’/Ul(E)’ = —f(«})/2}. Onen
déduit que z, = f(}) = C/2) ou C est une constante arbitraire. Les lignes
de champs & t = 0 sont donc des hyperboles. 22) Aux instants ultérieurs, le
méme raisonnement conduit & des courbes oy = f(2}) = C(1/2})+ed)/(1=eb),
23) Dans un plan x3 = as, ce lieu est la réunion du carré initial de coté 21 V2
et de deux triangles rectangles isoceles dont les hypothénuses sont les cotés

normaux a f @) qu carré.

Connection avec le premier mouvement

24) Dans un plan x3 = a3 Le domaine (0) est un carré a 45 dégrés inscrit
dans le domaine €'(0). Les domaines Q(t) sont alors des losanges inscrits dans
les rectangle Q'(¢) dont la déformation a été dessinée ci-dessus. 25) L’allure
est esquissée en tragant plusieurs droites joignant le carré a 45 dégrés Q(0) en
I'axe f ) et égales aux trajectoires des points dont elles sont issues. 26) Cette
famille de droites s’écrit 25, = f(a, x}) = (Iv/2—a})(2—2} /a}). 11 s’agit en effet
de droites 25 = ab (2 — 2 /a}) avec a} + ab = 1v/2. L'équation de I'enveloppe

de cette famille de courbes est obtenue en écrivant df(a},z})/0a} = 0. On
2

en déduit que |7h| = 2 1v/2 {1 - |$’1|/(2l\/§)] est 'équation de la frontiere

recherchée. 27) Les forces F1 = at E/(1 +v) F; = —at E/(1 +v) et
F3 = 0 appliquées au domaine €'(t) dans les directions f (1), f ) et f () sont
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équivalentes & deux cisaillements F' = ot Ev/2 /(1 + v) appliqués au domaine
Q(t) dans les directions V) et e,



EXAMENS

Les examens portent sur les chapitres 1 a 8 du livre “Introduction a la
Mécanique des Milieux Continus Déformables”, O. Thual, Cépadues-Editions
1997.

EXAMEN 2006

PROBLEME 9.15| Ecoulements de Poiseuille - Couette

On considére un écoulement fluide compris entre deux plans d’équations z =
—l et z =1 dans le repere orthonormé {e,, e,, e,}.

On suppose que la loi de comportement rhéologique du milieu est celle d’'un
fluide newtonien incompressible de masse volumique homogene pg et de vis-
cosité cinématique v,. On note U(z,t) le champ de vitesse et p(z,t) le champ
de pression. On note g = —ge, le champ de gravité.

On suppose que la plaque du bas, en z = —I, est immobile, et que la plaque
du haut, en z =, est animée d’une vitesse uniforme Uy e,.

1) Ecrire les conditions aux limites pour la vitesse en z = 1.
2) Ecrire les équations du mouvement.

Détermination des profils

On cherche des solutions stationnaires telles que U(z,t) = U(z)e,. On sup-
pose que p(0,0,0) = Py et p(L,0,0) = Pr, les pressionsen x =0 et z = Le,
sont des constantes connues. On suppose que P, < Fp.

3) Ecrire les équations du mouvement que doivent vérifier ces solutions par-
ticulieres.

4) Montrer d’abord que la pression est de la forme p = C z+ G(x) ou C est
une constante que ’on précisera.

5) Montrer que G'(x) = —B et que p est de la forme p = A — Bx 4+ C z ou
A et B sont des constantes que ’on précisera.

6) Montrer que U(z) est solution d’une équation différentielle ordinaire avec
deux conditions aux limites que 'on précisera. On pourra noter § =
(P() — PL)/(2 PO Vn L)

47
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7) Calculer U(z) dans le cas ou Uy = 0 (écoulement de Poiseuille).

8) Calculer U(z) dans le cas ou Uy # 0 et P, = Py (écoulement de Couette).

9) Calculer U(z) dans le cas général Uy # 0 et Pr, # Py. Comparer avec les
profils des deux questions précédentes et commenter.

Corrigé page 49

PROBLEME 9.16| Etude de I’écoulement de Poiseuille

On considere un écoulement de Poiseuille défini par sa représentation
eulérienne U(z,t) = § (I* — 23) V) du champ de vitesse dans le repere or-

2) (3

thonormé {g(l), @, ¢l } On choisit pour ce mouvement la configuration

de référence 2y = Q(0) occupant le cube ||a|| <[ & Uinstant ¢t = 0.

Etude locale du mouvement

On considere la trajectoire x(t) définie par z(t.) = z,. Dans un premier
temps, on choisit z, = —I e(® et on considére la trajectoire z’ (t) définie par
2 (t.) = z, + 6l ¢ avec 0 < §l < I. On note dz(t) le vecteur défini par
0x(t) = 2/(t) — z(t). On note dz(t) sa norme et O(t) I'angle qu’il fait avec
l'axe Ox1.

1) Dessiner la trajectoire z(t) et le vecteur Jz(t) & des instants successifs
t >t

2) Pour 4l fixé, calculer dz(t) et 6(t) pour tout temps et indiquer le sens de
variation de ces fonctions du temps.

3) Calculer le développement limité & l'ordre 1 en ¢ de dz(t) et 6(t) au
voisinage de t = t, pour 4/ fixé.

4) Calculer le développement limité & l'ordre 1 en 61 de dz(t)/dl et ~(t) =
w/2 — 0(t) au voisinage de §l = 0 pour t > ¢, fixé.

5) Calculer le tenseur des taux de déformation D(z,,t.). Relier les valeurs
des composantes D33 et D13 aux résultats de la question 3.

6) Calculer le tenseur des taux de rotation Q(z,,t.) et le vecteur rotation
w(z,,ts). Interpréter le résulat.

7) Déterminer la base de diagonalisation de D(z,,t.) et interpréter ses com-
posantes dans cette base.

8) On suppose a présent que z, = 0. Reprendre les sept questions
précédentes pour ce nouveau choix de z,.

9) Comparer les résultats obtenus pour z, =0 et z, = —1e®),

Corrigé page 49

PROBLEME 9.17 Calculs énergétiques de Couette

On considére le champ de pression P(z) = Py — pogz et le champ de vitesse
U(z) = a z+b d’un fluide incompressible de masse volumique py et de viscosité
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cinématique v,.

1) On suppose que U(—1) =0 et U(l) = Up. En déduire a et b.

2) Calculer la puissance des efforts intérieurs Piy (D) excercés dans le do-
maine D = {z = (z,y,2) E R3tq0 <z <L, 0<y<Detl|z|<I}

3) Calculer la puissance Pexicont (D) des efforts de contact extérieurs a D.

4) Comparer les puissances Pint (D) et Pextcont (D). Commenter.

Corrigé page 50

Corrigé Ecoulements de Poiseuille - Couette

1)Les conditions aux limites s’écrivent U(z,y, —1) = 0 et U(x,y,l) = Uy €,
pour tout couple (z,y). 2)Les équations du mouvement s’écrivent div U = 0
et % = —p—loglﬁdp + v, AU.

Détermination des profils

3)On a trivialement div U = 0. Le profil U(z) vérifie 0 = —L 22 4 1, U"(z).

po Ox

Les autres équations s’écrivent 0 = — ooy © 0= _p%% — g. 4)En intégrant
les deux derniére équations on obtient p = —pg gz + G(x). On a donc C =
—po g- 5)En reportant dans la premiére, on obtient 0 = —plOG’(a:) +uv, U (2).
On en déduit que G'(z) est une constante que I'on note —B. On a donc
p=A—Bx—pggz. Lesvaleurs de P en x =0 et x = L sur le plan central
entrainent A = Py et B = £=LL 6)On en déduit que —% =v,U"(2) et
donc U"(z) = —f3/2 avec les conditions aux limites U(—1) = 0 et U(l) = Uj.
7)Dans le cas Uy = 0, la solution est U(z) = B(I1* — 2%). 8)Dans le cas
P, = PFy,on af=0etdonc U(z) =Uy(z+1)/(21). 9)Dans le cas général,
on a U(z) = B(I? — 2%) + Uy (2 +1)/(21). C’est la somme des deux profils
précédent. Cela résulte du fait que I'équation du second dégré et les conditions
aux limites constituent un probleme linéaire.

Corrigé Etude de I’écoulement de Poiseuille

Etude locale du mouvement

1) Pour z, = —le®, la trajectoire x(t) est un point (adhérence & une
paroi). Le vecteur dz(t) fait un angle 6(t.) = m/2 qui décroit vers 0 avec
le temps. Son extrémité reste sur une trajectoire rectiligne. 2) oz(t) =
8l\/1+ B2(21 — 01)%(t — t«)? et O(t) = m/2 — arctg[B]2l — 1| (t — t«)]. La fonc-
tion dx(t) est croissante, sa pente en t = t, est nulle et tend vers l'infini
lorsque ¢ tend vers l'infini. 6(t) est décroissante de 7/2 a 0. 3) dz(t) =
SI4+0[(t—t4)?]. Onaf(t) = m/2—B(21—6l)(t—t.)+O[(t—t:)?]. 4) dx(t)/dl =
VI+ 2802t —t.)2 + O(01%). On a y(t) = arctg[261(t — t.)] + O(61%). 5)
Seuls Di3(z,,t.) = D3i(x,,t.) = [l sont non nuls. Au voisinage des points
immobiles a3 = —I et de t = t,, les longueurs des petits vecteurs (in-
finitésimaux) restent inchangées dans le mouvement. L’angle de glissement
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du couple (g(l), §(3)) croit avec une pente 23l au voisinage de t = t,. En
utilisant %‘?—ﬂt* = Ds3(z,,ts) on voit que la nullité de D33 traduit la nul-
lité de la pente de la fonction dz(t) au voisinage de ¢ = t,. Ce résultat
est aussi visible dans le développement limité en t de dz(¢). En utilisant
4~(ty) = 2D13(z,, t.) on voit que la valeur de Di3(z,,t.) se retrouve dans le
développement limité en ¢ de (t). 6) Seuls Q3(x,,ts) = —Qs1(x,,ts) = Gl
sont nuls. On a donc w(z,,t.) = Ble® . Au voisinage des trajectoires ag = 0
le taux de rotation égal & (I en valeur absolue et dans le sens trigonométrique
inverse du plan Oxyx3. 7) La base de diagonalisation de D(z,,t.) est en-

gendrée par les vecteurs %(g(l) + §(3)), %(g(l) — g(?’)) et e, Le taux

de dilatation dans la direction %(g(l) + §(3)) est £50. 8) Pour z, = 0 la
trajectoire z(t) est rectiligne. Le vecteur dz(t) fait un angle 6(t.) = /2
qui croit vers 7 avec le temps. Son extremité reste sur une trajectoire rec-
tiligne. dx(t) = 6l\/1+ B2(t — t.)2012 et O(t) = /2 + arctg[B(t — t.)dl].
La fonction dx(t) est croissante, sa pente en t = t, est nulle et tend vers
I'infini lorsque t tend vers l'infini. La fonction 6(t) est croissante de 7/2 a
7. Le développement limité en temps est dz(t) = 0l + O[(t — t4)?]. On a
0(t) = 7/2 + B(t — t.)0l + O|(t — t.)?]. Le développement limité en dl est
6z(t) /0l = 1+ 0(01?). Ona~(t) = —B(t—t.)0l+O(61%). On a D(z,,t,) = 0.
Au voisinage des trajectoires ag = 0, et les longueurs des petits vecteurs
(infinitésimaux) restent inchangées dans le mouvement et les angles de glisse-
ments des couples de vecteurs orthogonaux sont nuls. Ceci est conforme avec
le fait que l'ordre 1 du développement limité en &l de dxz(t) et O(t) est sont
respectivement 1 et 0. On a Q(z,,t.) =0 et w(z,,t,) = 0. Au voisinage des
trajectoires ag = 0 le taux de rotation est nul. Toutes les bases diagonalisent
la matrice nulle D. 9) Le point z, = 0 correspond & un extremum du profil de

vitesse alors que le point z, = —le(® est représentatif d’un point quelconque.
Au voisinage d'un extremum de vitesse il n’y a pas de déformation (D = 0)
ni rotation (Q = 0) a l'ordre 1.

Tenseur des dilatations

10) Seuls 011 = 022 = 1, 013 = 031 = —2ﬁa3t et 033 =1 + 462(1%75 sont non
nuls. 11) On a C(0,t) = I. Les longueurs et les angles des petits voisinages
des trajectoires as = 0 sont conservés dans le mouvement.

Corrigé Calculs énergétiques de Couette

1)En résolvant al +b = Uy et —al + b = 0, on obtient a = % et b = %
On retrouve ’écoulement de Couette. 2)Le tenseur D est tel que Di3 =
D31 = U'(2)/2 = Uy et D;; = 0 sinon. Le tenseur des contraintes est g =
2povpD. On a mpg = —g : D = —povn[U’(2)]?. On en déduit que Piy (D) =
— 2 LDpov,Ug. 3)La force de contact en z =l est T = ge, = pornU'(l)e,.
Comme c’est la seule qui travaille, on a Pextcont (D) = %LDpoynUg. 4)On
remarque que Pint (D) + Pextcont (P) = 0. En effet, cet écoulement de Couette

est une solution des équations de Navier-Stokes incompressibles. On déduit la
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relation entre les puissances du théoreme de I’énergie cinétique en remarquant
que l'accélération de cet écouliment est nulle.

EXAMEN 2005

PROBLEME 9.21| Cylindre thermoélastique

On note (0, gm,gy,gz) le repére orthonormé canonique et (z,y,z) les coor-
données d’un point x. On considére une pastille d’oxyde d’uranium dont la
forme € est le cylindre d’axe Oz, de longueur 21 et dont la section est un
cercle de rayon b. On choisit l'origine des axes au centre du cylindre (voir
figure). On note S_ et S les disques de rayon b et de cotes respectives z = £
et Sy la face 9Q — (S_ U S4).

S, i [
e
14
S, 0 yf b
\/“/!_/,b_/.}__———"T gx

Equilibre thermique

Les faces S_ et Sy de la pastille sont en contact avec un matériau conducteur
de chaleur et le dispositif est placé dans un réacteur nucléaire, ce qui provoque
I’échauffement de la pastille avec un taux de production volumique de chaleur
r(z). On suppose que 1'équilibre est atteint et que le champ de température
dans la pastille s’écrit T'(x) = To+ 710 — éz2 ou Ty, 79 et A sont des constantes.
On note k le coefficient de diffusivité thermique de la piece supposée obéir a
la loi de Fourier.

1) Calculer le flux de chaleur qui sort de la face S.

2) Comparer ce flux avec celui qui sort de la face S_.

3) Calculer le flux de chaleur qui sort de la face Sj.

4) Ecrire I’équation de bilan de I’énergie interne dans la pastille.

5)
)
)

6) Calculer la puissance fournie a la pastille par la réaction nucléaire.

En déduire le taux de production volumique de chaleur r(z).

7) Comparer avec le flux de chaleur sortant & travers 0f2.
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Comportement thermoélastique

On suppose que, pour la température uniforme Ty, la pastille occupe la con-
figuration de référence 2y qui est un cylindre de hauteur 2! et de section
circulaire de rayon by. On se place dans le cadre des petites perturbations, ce
qui permet de confondre les configurations déformées ) avec la configuration
de référence €2g. On suppose que le matériau obéit a la loi de comportement
thermoélastique

g=MNdivE)L+2pue—rw(T —-Ty) L (9.9)

ot £ est le champ de déplacement, ¢ le tenseur des petites déformations, 7' le
champ de température et x un coefficient caractérisant la dilation thermique
du matériau.

8) On néglige les forces de gravité. Ecrire les équations d’équilibre obtenues
avec cette loi de comportement.

9) On suppose que les conditions aux limites sur la frontiere 99 s’écrivent
§'n=0et gn—(n-gn)n=0Ilorsquen-gn <0et gn = 0 sinon.
Décrire brievement le montage mécanique modélisé par ces conditions
aux limites.

10) On cherche une solution de la forme £ = W (23 —1?z) e,. Calculer W pour
que ce champ de déplacement soit solution de I’équation de conservation
de la quantité de mouvement.

Calculer le champ T'(z) des forces de surface exercées sur la surface Sy.
En déduire une condition sur 7y pour que T'(z) -n < 0 sur S4 et S_.
Calculer le champ T'(z) des forces de surface exercées sur la surface S;.

Montrer que & est solution du probleme thermoélastique si et seulement
si 79 > 7. ol 7. est une constante que ’on précisera.

15) Donner des arguments permettant d’expliquer la forme en “tonneau” que
prend la pastille lorsque 7y est légérement inférieur a 7.

Corrigé page 54

PROBLEME 9.22| Tenseur des contraintes visqueuses nul

On considére un fluide newtonien dont la loi de comportement est g(D) =

—p I+1(D), ot p(z,t) est le champ de pression et £(D) = A, (div U) £+2ﬁn D
le champ de tenseurs des contraintes visqueuses. On cherche a caractériser les
écoulements pour lesquels 7 = 0. On considere le repére orthonormé direct

(€4, €y, €,), une origine 0 et on note (x,y, z) les coordonnées d’espace.

Ecoulements a taux de déformation nuls

1) On considére I'écoulement U(x) = U(z)e,. Décrire la famille des profils
U(z) pour lesquels D = 0.
2) Décrire I'ensemble des champs U(z) dont le gradient K (z) est nul.
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3) On considere I’écoulement U(z) = U O 4+ WO Az ou U et w® sont des
vecteurs constants. Montrer que tenseur des taux de rotation associé est
un tenseur constant Q(O) et donner la valeur de D.

4) On considere un champ de vitesse quelconque U(z). Ecrire les conditions
satisfaites par les dérivées gTU:L lorsque le tenseur des taux de déformation
associé D(z) est nul.

5) En déduire la valeur de % ou les €;; sont les composantes du tenseur
des taux de rotation Q(z).

6) Décrire I'ensemble des champs de vitesse U(z) dont le tenseur des taux
de déformation D est nul.

Hypothése de Stokes

On note T' I'ensemble des tenseurs d’ordre deux A, T le sous-ensemble des
tenseurs sphériques qui s’écrivent A = s [ et T;; le sous-ensemble des tenseurs
déviatoriques qui vérifient tr (4) = 0.

7) Montrer que I'on peut décomposer tout tenseur A en une somme A =
AGPD) 4 A(dev) avec ABPR) € T et AldeY) € Ty, Exprimer APh) o A(dev)
en fonction de A N a N N

8) Montrer que Ty et T,; sont des espaces vectoriels de T' et que 'on a T =
T ®1y.

9) On suppose que pour tout D € T, le tenseur des contraintes visqueuses
7(D) est nul. En déduire une relation entre X, et fi,.

Ecoulement & taux de déformations sphériques

On suppose que le tenseur D(z) associé au champ de vitesse U(z) est de la

forme D(z) = s(z) L ol s(z) est un champ a priori quelconque.

10) On considére un petit volume 6V () transporté par le mouvement autour
d’une trajectoire z(t). Comparer la forme de §V(t) et celle de 6V(t + dt)

lorsque dt est petit.

11) Ecrire les relations vérifiées par les quantités ggi pour i # n.

12) En déduire que  est un tenseur constant que ’on notera 2(0).

13) Montrer que le gradient du nouveau champ de vitesse défini par U () =
U(z) — 9O z est un tenseur sphérique.

14) En déduire la valeur de certaines dérivées gx;.
15) Montrer que si U(z) = U(x)e, + V(yle, + W(z)e, avec 2(@) = s(z) I,
alors Q (g) = Q(O) + s(0) x ou s(0) est une constante et Q(O) un vecteur

vitesse constant.

16) En déduire I'ensemble de tous les champs de vitesses U(x) tels que £(D) =
0, en supposant que Ap = —% ln. Montrer que c’est un espace vectoriel
et indiquer sa dimension.
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Corrigé page 55

|EXERCICE 9.23 | Ecoulements radiaux

On considere le repere orthonormé direct (e, e, e), une origine 0 et on note
(z,vy, z) les coordonnées d’espace. On définit e, (x) = x/||z|| le vecteur unitaire
défini partout sauf en 0 et R(z) = \/x2 + y?+ 22. Dans ce probléme, on
note F'(r) une fonction, B(z) un champ scalaire et V (z) un champ vectoriel
quelconques.

1) Choisir la bonne expression de chacun des champs de la colonne de gauche
du tableau 1.

(a) : = (b) : = (c): =
grad z” 2z z T
grad [F(B)] | F'(B) +grtad B | F'(B)grad B F'(B) @ grad B
grad B" nB" lgrad B | (n—1)B"grad B | (n — 1)z ® grad B" !
g@d (RZn) 2nR2(n—1) e, 2nR2(n—1) z 20 R2n—1 z
grad R er R %e, z

Table 9.6: Calcul du gradient de cinq champs scalaires

2) Choisir la bonne expression pour chacun des champs de la colonne de
gauche du tableau 2.

(a) : = (b) : = (c): =
grad (z) L 31 e, ®e,
grad BV V ®grad B
srad (B V) +Bgrad V +Bgrad V Berad V
grad (R"z) nR"e ®e.+R"I nR"z®@x+ R" L nR", ®e,

grad (e,) e, e, +l+ o +L—¢ ®¢,)
F'(R)e,®e F'(R)e, ® e
d [F(R =r =T =T =T F/ R
grad [F(R)e,] CER( e ge) | +ER(I e w6 (R)e, @ e,

Table 9.7: Calcul du gradient de cing champs de vecteurs

3) On considere 1'écoulement défini par U(z) = F [R(z)] e,(z) pour x non
nul et U(0) = 0. On suppose que F(0) = 0. Décrire la famille des profils
F(r) pour laquelle D(z) = s[R(z)] L.

Corrigé page 56

Corrigé 0.1| Cylindre thermoélastique

Equilibre thermique
1)Le vecteur flux de chaleur est Q = —kgrad T' = kAze,. Il sort de Sy
le flux de chaleur Q4 = fg, @ -e.dS =7 b’l kA. 2)11 sort de S_ le méme
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flux de chaleur Q; = Q_. 3)Il sort de S; le flux nul Q; = 0, car Q -e, =0
pour toute normale horizontale e,. 4)Le bilan d’énergie interne s’écrit 0 =
r—divQ=r+kAT =r—kA. 5)On a donc 7 = kA qui est constant. 6)La
réaction nucléaire fourni la puissance P = [or d3z = 2rb%lr = 2w b2 KA.
7)On vérifie que 'on a bien P = Q4 + Q_ + Q;. La puissance thermique
Pine(Q2) = flor &3z — [0 Q - ndS = 0 est bien nulle car on est & 'équilibre.
Comportement thermoglastique

8)Les équations d’équilibre s’écrivent div g = (A + p)grad (div §) + p AL —
rgrad T = 0. 9)La pastille est confinée dans un domaine indéformable qui
occupe le volume . Les configurations déformées doivent vérifier 2 C Q.
Les parties de 92 qui ne sont pas en contact avec l'enceinte sont libres de
contraintes (I’ = 0). En cas de contact, le déplacement normal est nul et
les contraintes tangentielles sont nulles. Il s’agit d’un contact unilatéral avec
glissement. 10)On a div { = W (32? — [?). L’équation d’équilibre s’écrit
[6W(X+p)+6Wp+rAle, =0. On en déduit que W = 6(>\+2u 11)On a
a=W(B22—1})(AL+2pe, ®e,) — K (7'0 - %z ) L. Sur la face S, d’équation

z = [, on peut donc écrire T = ge, = 2(\ + 2u)Wite, — K (7'0 — %12) e,.

En remplagant W par sa valeur, on obtient I’ = —k (7’0 — %12 + %12) e, =
—K (7‘0 — ATF) e,. 12)Pour 79 > ATlQ, onal- -n<0sur S.. Par symétrie,
le contact est également effectif sur S_. 13)Etant donnée une normale
horizontale e,, on peut écrire ge, = AW (322 — [?)e, — K}(TQ — %22) e,

En remplagant W par sa valeur et apres quelques manipulations, on ob-
tient T’ = ( A%) e,. 14)Sur S, le maximum de la fonction

6122 + M? est atteint pour |z| = I et vaut (6 + A)I?. Pour 7 > 7. avec
Te = sup (ATIZ, ii—gﬁ‘%z), on a1l -n < 0 sur toutes les faces. Le champ de
déplacement considéré est donc solution du probléeme. 15)Pour 79 < 7, le
contact sera d’abord perdu sur la face S; au voisinage des extrémités |z| =
alors que la partie centrale reste en contact avec ’enceinte. La pastille prend

donc la forme d’un tonneau.

Corrigé 0.2| Tenseur des contraintes visqueuses nul

Ecoulements & taux de déformation nuls
1)Comme D13 = U'(2) = 0, on a U(z) = UW¢, ott U est une constante.
2)Comme gg; =0,onaU(z) = U ou U est un vecteur constant. 3)On a

Ulzx)=U ©) +Q(O) x ou Q(O) est le tenseur antisymétrique de vecteur rotation

w®. On a donc D(z) = 0. 4)Si D;, =0, on a gU = %%. 5)Ona2%%if:
92U; U; 92U, O2Un  _ . _ 0
Dm0z, e e ~z.01; + 92,08, = 0. 6)On en déduit que Q(z) = g( ) est

un tenseur constant.

Hypotheése de Stokes

7)On a é(Sph) = 2tr (A) I qui est bien sphérique et é(dcv) A—itr(A) L
dont la trace est bien nulle. 8)Ces expressions montrent que la dé comp081t10n
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est unique. 9)Comme (D) dépend linéairement de D, on a donc (1) =
(3/\ + 2p) I, ce qui entraine ’hypothese de Stokes A = —3 T
Ecoulement & taux de déformations sphériques

10)Le volume 0V(t 4 dt) a la méme forme que 6V(t) et a subi dilatation d'un

facteur [1 + s[z(t) dt]. 11)Comme D;, = 0 pour i # n, on a gTUi = %g’;.

12)On en déduit que a i _ pour i # j et donc que Q(z) = QO est un
tenseur constant. 13)Si £ (z) est le gradient de U(z), le gradient du nouveau
champ est K(ac)—g(o) = Q(g) s(z) L. 14)Le gradient de Uz) = Q(g)—g(o)

étant diagonal, on a gg; = gg; = 0, ce qui impose que Uy (x,y,2z) =U(z). On

démontre de méme que Us(x,y, 2) = V(y) et Us(z,y, z) = W(z). 15)Comme
Dy1 = Dy = D33 = s(z), on a U'(z) = V'(y) = W/(z) = s(x,y,2). On en
déduit que s(z) = 59 est une constante et donc que U(x) = U® + 50 ¢

Viy) = VO + 5Oy et W(z) = WO + 5@ 2 16)La relation (D) =

s’écrit D = —% tr (D) L. Pour A\, = —2p,, ona D = 1tr (D) I = DG h).

On pose s(z) = %tr (D) de maniere a écrire D(z) = s(z)L. D’apres la
question 13, les champs de vitesse U qui admettent un tenseur des taux de
déformation D(z) = s(x) L sphérique ont un tenseur des taux de rotation 2(0)
constant. La question 14 montre que l'on a U (z) = U(z)e,+V(y)e,+W(z)e,
La question 15 montre que l'on a Q(g) =U 0 4 50 z. En conclusion, les
champs de vitesse qui annulent 7, sous ’hypothese de Stokes, sont de la forme
Uz) = UO 4w Az + 50200 UD, wO et 5O sont constants. 11 s’agit
d’un espace vectoriel de dimension 7.

Corrigé 0.3 Ecoulements radiaux

1) ababa : a) grad 22 = 2z, b) grad [F(B)] = F'(B)grad B, a) grad B" =
n B" 'grad B en posant F(B) = B", b) grad (R*") = 2n R*"~1) g en posant
B(z) = R(z) et a) grad R = e, en posant n = 1. 2)abaca : a) grad (z) = I,
b) grad (B V) = V @ grad B + Bgrad V. car 28V — Vi 4 9By, )
grad (R"z) = nR"e, @ ¢, + R" en posant B(z) = R"(z), c) grad (c,) =
L(L— e, ®e,) en posant n = —1 et a) grad [F(R)e,] = F/(R)e, ® e, +
@(i —e,®e,) en posant e, = V.

EXAMEN 2004

L’examen 2004 était constitué du probleme “Tourbillons en repére tour-
nant”. Il reposait fortement sur les acquis du probleme “Calcul tensoriel
axisymétrique 2D7 du partiel 2004.

PROBLEME 9.27| Tourbillons en repere tournant

Calcul tensoriel axisymétrique 2D

On note R(z) = V22 + 42, e, (z) = R(lr) z et ey(z) = R(lx) eB) Az
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1) Démontrer la relation : grad [F(R) eg] = F'(R) ey @ e, — @QT ® ey.

Ecoulements circulaires

On consideére un champ de vitesse bidimensionnel U(z) = F[R(z)] eg(x) défini
pour z € IR? ou F(R) est une fonction quelconque de R.

2) Dessiner les trajectoires.

3) Calculer les composantes de la matrice 2 x 2 gradient K (x,y) = grad U(z)
dans la base (e(V), e®) ou bien dans la base [e,(z), es(z)].

4) Calculer div U.

5) Calculer les composantes du tenseur des taux de rotations Q(x,y) dans
la base (g(l),g(2),§(3)) ou bien la base (gr,gg,g(?’)). On pourra poser
G(R) = 3[F'(R) + F(R)/R].

6) En déduire que le vecteur rotation s’écrit w(z) = ws(z) e ol ws(z) est
un champ scalaire que 'on exprimera en fonction de F(R) et R(z).

7) Calculer les composantes du tenseur des taux déformation D(z,y) dans
la base (g(l),g(2),§(3)) ou bien la base (§T7§9,§(3)). On pourra poser
H(R) = 3[F'(R) - F(R)/R).

8) En déduire le taux de glissement %;—e(t) des directions orthognales e, et
¢eg en fonction de F(R) et R(z).

On g’intéresse aux tourbillons tels que g(g) = 0 pour tout z.

9) Donner la forme de F/(R). On notera A une constante arbitraire.
10) Calculer dgge (t) dans ce cas.

11) Donner pour ce cas 'expression d’une fonction de courant i (z) définie
par la relation U = e®) A grad 1.

On s’intéresse aux tourbillons vérifiant donc D(z) = 0 pour tout z.

12) Donner la forme de F(R). On notera €2 une constante arbitraire.
13) Calculer ws(x) dans ce cas et interpréter le mouvement.

14) Donner pour ce cas 'expression d’une fonction de courant i (z) définie
par la relation U = e®) A grad 1.

Fluide parfait incompressible

On suppose que ’écoulement U(zx) est celui d’un fluide parfait incompressible
de masse volumique pp. On note p(z) le champ de pression.

15) Calculer 'expression de 'accélération % en fonction de e,.

16) En déduire I'expression du gradient de pression en fonction de ¢,..

17) Donner I'expression de la pression pour le cas d’un tourbillon tel que
F(R)=QR.

18) Donner 'expression de la pression pour le cas d’un tourbillon tel que

F(R) = A/R.
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Corrigé page 58

|EXERCICE 9.28| Solide élastique sur un plan incliné

On considere un milieu continu occupant le domaine
0= {g =z1eM 2y + 3@ tel que 0<z3< h} (9.10)

qui décrit une couche infinie d’épaisseur h constante. On suppose que l'axe
Oz fait un angle « avec I'horizontale et que la gravité s’exprime donc g =

—ge, avec e, = —sina e 4+ cosa e®.

On suppose que le poids du milieu continu, de masse volumique p, induit une
déformation infinitésimale de la forme :

£($17$27$3) = C($3) Q(l) + X($3) §(3) (911)

ou ((z3) et x(x3) sont des fonctions que 'on cherche a déterminer. On note
Qo, la configuration de référence dont est issue 2. Il n’y a pas de mouvement.
On suppose que le comportement rhéologique du milieu est celui d’un
matériau élastique linéaire isotrope et on note A et u ses coefficients de Lamé.
Le solide adhere a la paroi pour 3 = 0. Il est en contact avec I'air sur la face
x3 = h et 'on suppose que la pression atmosphérique p, est constante.

1) Donner l'expression du tenseur des contraintes g(x).
2) En déduire I'expression de 1’équilibre des forces.

4) En déduire les profils de déplacement ((x3) et {(x3).
5) Calculer la force surfacique T exercée par le plan incliné sur le solide
élastique.

)
) ’
3) Ecrire les conditions aux limites en x3 =0 et x3 = h.
)
)

6) Commenter ce dernier résultat.

Corrigé page 59

Corrigé Tourbillons en repére tournant

Calcul tensoriel axisymétrique 2D

1)La démonstration de cette relation est effectuée dans le “Partiel 2004”.



EXAMEN 2004, MMC, O. Thual, December 17, 2006 59

Ecoulements circulaires

2)Les trajectoires sont des cercles de centre 0. 3)En utilisant le dernier

résultats de la question 5, on a K = F'(R) ¢y ® e, — F(R) e, ® eg. Les
composantes de K dans la base (e,,eg) sont donc (p(n /). Les

composantes dans la base (M, e®) sobtiennent en remplacant e, ® ey et

ep ® e, par leurs expressions matricielles dans cette base. On peut aussi

écrire U = @(—y,:ﬂ) dans la base (eV),e(?) et calculer les composantes

K;; = gg}. Cette derniere méthode est cependant plus fastidieuse en
terme de calculs. 4)En prenant la trace de K dans I'une ou l'autre des
bases, on obtient div U = 0. 5)La partie antisymétrique de K est Q =

SIF'(R)+ F(R)/R] (ey®e, — e, ®ey), Cest-d-dire Q = G(R) (g El §> dans

la base (e,., g, ) avec G(R) = $[F'(R)+F(R)/R). 6)Comme Q,9+w;3 =0,
on voit que w = w3 e avec w3(z) = G(R). T)La partie symétrique de K est

D = }{F'(R) ~ F(R)/R| (¢ 9. + ¢, D¢y), Costdive D= H(R) (1 1 1)

dans la base (e,, ey, e®) avec H(R) = S[F'(R) — F(R)/R]. 8)On en déduit
que dzl;‘) (t) =2 H(R). 9)Le tourbillon irrotationnel (2 = 0) vérifie G(R) =0
c’est-d-dire F'(R) = —F(R)/R que l'on intégre en F(R) = A/R. 10)Dans
ce cas d}%(t) =2 H(R) = F/(R) — F(R)/R = —2 A/R% 11)En posant
Y(xz) = —A Ln[R(z)], on a grad ¢ = —A/R e, et donc U(z) = —% =
e® Ap(z). 12)Le tourbillon sans déformation vérifie H(R) = 0, c’est-
a~-dire F'(R) = F(R)/R que l'on intégre en F(R) = Q R. 13)On a
w3z = . Le mouvement est celui d’une rotation solide de vitesse angulaire
Q. 14)En posant ¥(z) = $R?(z), on obtient grad ¢ = Q R(z) e,(z) et donc

U=QR §9:§(3)Ag@d¢.

Fluide parfait incompressible

au

15)L’accélération s’écrit o = K U =
[F "(R) ey ® e, — —F%R) e ® Q@} F(R)ey = ——FQ}(ER) e,. 16)La conserva-
tion de la quantité de mouvement s’écrit pg Z—% = —grad p, c’est-a dire

— F2(R) ’4 3 — 2 B
grad p = po—p— ¢,. 1T)L’équation grad p = po Q° R e, entraine que

p(z) = po + %po 02 R%(z). 18)L’équation grad p = po %é e, entraine que
2
p(z) = Po — 300 Ty

Corrigé Solide élastique sur un plan incliné

1)Le tenseur des contraintes s’écrit

0 AX/(x3) 0

(Axl(iﬂs) 0 p ¢ (x3) )
n('(w3) 0 t(A+2p) X' (23)
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ce qui s’écrit encore ¢ = Ax e @ e + Ax'es @ eg + (A +2p) X ¥ @
e® + w( (Q(?’) @ e + M) g Q(g)). 2)Le principe fondamental entraine
div g(z)+p g = [1¢"(x3)+p g sina] €M +[(A+2 ) X" (23)—pg cosa]e® = 0.
3)Les conditions aux limites {(z1,22,0) = 0 et g(z1, x2, h)-g(?’) = —py ) en-
trainent ((0) = x(0) =0 , ¢'(h) =0 et (A+2u)x'(h) = —pg. 4)On

en déduit les profils de déplacements suivants : ((x3) = —% x3 (r3 —

2h) et x(z3) = TIZM (452823 (x5 — 2h) — pgx3]. 5)On en déduit que la

paroi exerce sur le milieu élastique la contrainte

3)

T=-g ¥ =pgh(—sinae® +cosae®)+p,e® =—pgh+p,e?.

6)Cette contrainte se trouve étre la somme du poids du milieu par unité de
surface et de 'opposé de la pression exercée sur la surface en contact avec
I’atmophere.

EXAMEN 2003

L’examen 2003 était constitué du probléeme “Rotation dans les fluides et les
solides”. Il reposait fortement sur les acquis du probléme “Rotation dans les
fluides” du partiel 2003.

PROBLEME 9.31| Rotation dans les fluides et les solides

Rotations dans un solide

On considere un solide élastique homogene et isotrope dont la configuration
de référence est exempte de contraintes et occupe le volume :

Q={ac R : O<R1§\/a%+a%§R2 et 0<ag<lI}.

On définit les coordonées polaires (R,©) par le changement de variables
(a1,a2) = (R cos©,Rsin®). On définit ensuite ep(©) = cos® eV +
sin® e? et eg(©) = —sin® e + cos O e,

On examine une premiere déformation dont le champ de déplacement est
£(a) = a Reg(O) en coordonnées polaires. On suppose que a < 1.

1) Décrire et dessiner le volume 2 occupé par la configuration déformée.
2) Calculer le tenseur des petites déformations associé a cette déformation.
3) Calculer les tenseurs des contraintes g(a) pour tout point de €.

On considere une seconde déformation pour laquelle le champ de déplacement
s’écrit {(a) = % €o(0). On suppose que 0 < B < R3. On note \ et p les
coefficients de Lamé de la loi de Hooke.

4) Décrire le volume € occupé par la configuration déformée.

5) Calculer le tenseur des petites déformations associé a cette petite
déformation.

6) Calculer les tenseurs des contraintes g(a) pour tout point de €.
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7) On suppose que le solide est a ’équilibre dans cet état déformé. En
déduire les forces extérieures de volume f(a).

8) Calculer et dessiner les forces de contacts surfaciques exercées sur chacune
des faces (courbes et plates) de la frontiere de 2 par son extérieur.

9) Calculer les couples (circulation ou moment par rapport a I’axe) exercés
par ces forces de contact pour chacune des faces, ainsi que le couple total.

Ecoulements incompressibles a surface libre

On considére un écoulement & surface libre occupant le volume

Q:{g telsque r <R, et 0<z3<h(r) avec T:\/x%—kx%}

ou R, est le rayon de la cuve et h(r) le profil de la surface libre que I'on
cherche & déterminer. Le champ de gravité —g e est parallele & 'axe de la
cuve. On suppose que la cuve est remplie d’un fluide incompressible de masse
volumique homogene pg, et animé du mouvement U(r, 8, z3) = V(1) e4() ou
(r,0,x3) sont les coordonnées cylindriques et V() un profil de vitesse.

Dans un premier temps, on suppose que le fluide est visqueux et que le mou-
vement vérifie V(r) = w r.

10) Ecrire les équations de Navier-Stokes incompressibles en coordonnées
cartésiennes en remplacant le champ de vitesse par son expression.

11) Indiquer l'expression du tenseur des contraintes o(z,t) en fonction du
champ de pression p pour l'instant indéterminé.

12) On suppose que la pression atmosphérique p, est constante. Indiquer la
condition aux limites que ’on doit imposer sur la surface libre d’équation
x3 = h(r) en supposant la continuité des forces de contact.

13) Montrer que le champ de pression s’écrit sous la forme p = p.(z3,t) +
B (z? + 23) ot B est un constante que I'on explicitera.

14) Préciser le profil de pression p.(z3,t) en appliquant la condition aux li-
mites en z = hye® en supposant que h(0) = hg est connu.

15) En déduire la forme de cette surface libre. En faire un tracé schématique.

16) On suppose w = .5 Hz, R, = 1 m. Calculer la différence de hauteur
maximale entre les points de la surface libre pour g = 9.81 m/s?.

On suppose maintenant que le fluide est parfait avec V(r) = 51—, en excluant
les points ||z|| < r¢ ot 79 < Ry, est une constante.

17) Ecrire les équations d’Euler incompressibles en coordonnées cylindriques
en remplacant les champs de vitesse et d’accélération par leurs expres-
o)

sions. On rappelle que grad = e, % + e %% +e®) RITR

18) Indiquer l'expression du tenseur des contraintes o(z,t) dans le fluide.

19) On suppose que la pression atmosphérique p, est constante. Indiquer la
condition aux limites que 1’on doit imposer sur la surface libre d’équation
x3 = h(r).
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20) Donner 'expression de la pression en appliquant cette condition aux li-
mites aux points de la surface libre vérifiant r = R,, en supposant que
h(Ry,) = hy, est connu.

21) En déduire la forme de cette surface libre. En faire un tracé schématique.

22) On suppose g = 1 cm, hy, = 10 cm et R,, = 1 m. Calculer la valeur de
7 telle que h(rg) = 0.

Ecoulements compressible a toit rigide

On considére un écoulement occupant le volume

Q:{g telsque r<R,, et 0<z3<h, avec r:\/x%+$%}

ou R,, et h,, sont respectivement le rayon et la hauteur de la cuve a toit
rigide. Le champ de gravité est —g ¢®. On suppose que la cuve fermée
est entierement remplie d’un fluide parfait compressible et que ’ensemble est
animé du mouvement de rotation solide U(r,0,x3) = w r e4(0) ou (r,0,z3)
sont les coordonnées cylindriques. On suppose que le fluide est un gaz parfait
de masse molaire M. On suppose que la température T' = Tj est homogene et
on cherche le champ de masse volumique solution sous une forme p = p.(r, x3)
qui ne dépend que de 7 et de x3.

23) Montrer que ’hypothese p = p.(r, 23) et le champ de vitesse proposé sont
compatibles avec 1’équation de conservation de la masse.

24) Ecrire les équations de conservation de la quantité de mouvement en
coordonnées cylindriques en remplacant le champ de vitesse par sa valeur.

25) En éliminant p, déduire des équations d’état et des équations d’Euler com-
w2 2
pressibles que la masse volumique est de la forme p¢(r, z3) = p.(z3) € 2«
ol « est une constante que 1’on précisera.

26) On suppose que p(0,t) = p.(0,0) = pg est connu. Donner I'expression du
profil de masse volumique p.(x3) au centre de la cuve.

27) En déduire 'expression du champ de pression p(z,t).
28) Faire un tracé schématique des isobares dans un plan horizontal.

Corrigé| Rotation dans les fluides et les solides

Rotation dans un solide

1)On a ©Q ~ Q. C’est le volume compris entre deux cylindres de hauteur [ de

méme axe et de rayons Rj et Ro. 2)Onaéi(a) = —aag et &2(a) = aay. Onen
0 —a O

déduit que H(a) = [ @ 0 0 |. On en déduit ¢(a) = 0 (partie symétrique
0O 0 O

de H). 3)La loi de Hooke entraine g = Atr (¢) L+2p€ = 0. 4)On a toujours
Q ~ Qg. 5)En écrivant & = —B(a1,a2)az, & = B(ay,a2)a; et &3 = 0 avec
B(ay,as) = % (a% + a§)2, on peut exprimer H, qui est symétrique et s’écrit



EXAMEN 2003, MMC, O. Thual, December 17, 2006 63

2a1a2 a3 —a? 0
H(a) = % (a2 + a%)_2 a3 —al —2a1az 0| = ¢(a). 6)Comme tr (¢) =
0 0 0

0, on a g =2pu e 7)Les équations de Lamé-Clapeyron (équations de Lamé a

I'équilibre) s’écrivent 0 = f(a)+div g(a). Le calcul conduit a div g = 0 ce qui

entraine f(a) = 0. 8)Sin = ex(0©), on a gla)n = —%’%Q@. Sur le cylindre

de rayon R, 'extérieur de €2 exerce donc des forces tangentielles surfacique

d’intensité : }% et tournant dans le sens trigonométrique. Sur le cylindre
“w

de rayon Ry, 'extérieur de () exerce des forces tangentielles d’intensité L=,
2

et tournant dans le sens des aiguilles d’une montre. Les forces de contact
sont nulles sur les deux faces de normales +¢® (disques). 9)La circulation
—2u B h des forces exercées sur la face R = Ry compense exactement la
circulation 2y 3 h exercée sur la face R = R;. Il s’agit d’'une déformation de
torsion.

SRR

\
N

a

Figure 9.7: Forces de contacts sur le domaine €2

Ecoulements incompressibles a surface libre

10)On a U(z,t) = —wxy e + wzqe® pour le champ de vitesse, %Q =
—w? (xl g(l) + x9 §(2)) pour laccélération et AU = 0. Les équations de
Navier-Stokes incompressibles s’écrivent div U = 0 et %Q = —ploglﬁd p—

g e®) + v AU. On vérifient que l'on a bien div U = 0. Les équations de
quantité de mouvement s’écrivent —w?z; = —i@, —wlzy = — 1o
po Ox1 po Ox2

=125 4 11)Comme D(z,t) =0, 0on a g(z,t) = —p(z,t) L. 12)On

p(z,t) = pg pour ces points. 13)On déduit des équations de Navier-Stokes
la relation p(z,t) = pe(xs,t) + B (23 +23) avec B = pow?. 14)En re-
portant dans I’équation de la quantité de mouvement verticale, on obtient
5%-pe = —po g, Aot p(w3,t) = pa — po g (x3 — ho) 15)En appliquant la con-
dition aux limites p = p, a tous les points de la surface libre x3 = h(r),
on obtient 0 = —g[h(r) — ho] + 3 w?r? et donc h(r) = ho + % r2. La sur-
face libre a la forme d’un paraboloide de révolution. 16)La différence est
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hMRy) — ho = %an ~ 1.3 cm. 17)Les équations d’Euler incompressible

s’écrivent div U = 0 et %Q = —piog@d p— g§(3). On a déja montré que
div U = 0 et que I'accélération vérifie T, = —V?2(r)/r et Ty = Fg = 0. Les
, . ;. N2 1 dp _ 1 Ip

équations s’écrivent alors — 3 = — g 0= —2-g5 ¢t 0= ——6—x3p g.
18)Comme le fluide est parfait, on a o(z,t) = —p(z t) L 19)On doit
avoir p(z,t) = p, pour tous les points de la surface libre. 20)La pro-
jection sur les coordonnées horizontales entraine p = P(x3,t) — p087:§—2T2.

L’intégration dans la direction verticale et la conditions aux limites entrainent
2
P =Pa—pog(x3— hm) — pog—= (% - ﬁlf) 21)L’application de la condi-

T

. . . A~ 2
tion aux limites sur toute la surface entraine h(r) = hy, 87T2 (%2 — Riz)
m

La surface libre a la forme d’un entonnoir. 22)Si h(rg) = 0, on a 4% =
2
2 1 1 2
81 g hum (% - R%l) et donc v ~ 0,88 m*=/s.

Ecoulements compressible & toit rigide

23)Les équations d’Euler s’écrivent % = —p div U et %Q = —%gr@d p—

g e®. Comme div U = 0, on doit avoir % = 0. L’hypothese p = pe(r, z3)
entraine bien % =U-grad p = wr%pe(r, x3) = 0. 24)Les équations de

conservation de la quantité de mouvement s’écrivent —w?r = ;g{f , 0 =

—l@ et 0 = —;an g. 25)L’équation d’état entraine p = pe(r, 3:3) To.
2 2
On en déduit RJ\;O pl ddﬂe = w?r et donc pe(r,23) = pe(x3) e T avec a = %'

26)La relation hydrostatique entraine % To i %pc = —g et donc p.(x3) =

_973 2,2
poe T 200 ap = a pelr,s) avec pe(rzs) = po exp | (25— gas) |-
28)Les isobares sont des cercles concentriques. Le minimum de pression est
au centre.

EXAMEN 2002

L’examen 2002 était constitué des exercices ou problemes “Relation de Gibbs”,
“Diffusion de la chaleur et mouvement” a partir de la question 11 incluse et
“Matériau €élastique encastré”.

|EXERCICE 9.32| Relation de Gibbs

On considere un fluide parfait compressible et U, p, e, p, T les champs
eulériens caractérisant son mouvement et sa thermodynamique. On note

= P(p,e) et e = E(p,T) ses lois d’état. On suppose que le flux de chaleur
Q est nul et qu'il n’y a pas de chauffage volumique (r = 0).

1) Quelle(s) loi(s) faut-il inverser pour obtenir l'expression T' = 7 (p,e) de
la température ?
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2) On définit l'entropie s = S(p, e) du fluide par les relations

Quelle relation thermodynamique traduisent ces égalités ?

3) Déduire de la relation de Gibbs une relation entre les dérivées particu-
ires de ds o dp
laires o7, G et .

4) Ecrire la loi de conservation de la masse et 'équation de bilan de I'énergie

interne pour ce fluide parfait compressible.

5) Eliminer % et % a partir des trois équations précédentes pour obtenir
I’expression de %.

6) Commenter le résultat obtenu.

Corrigé page 67

PROBLEME 9.33| Diffusion de la chaleur et mouvement

On considere un gaz parfait et on note p = pﬁ T et e =C, T ses lois d’état.
On suppose que sa masse volumique p(z,0) = pp est homogene en espace a
t =0 et qu’il est animé d’un mouvement fluide.

Mouvement 2D

On considere le mouvement défini par la représentation eulérienne de sa vitesse
U(z,t) telle que :

Ui=ax U = 6 x9 et Us =0 (9.13)

ou « et 3 sont des constantes. On note y = o + (§ et on suppose que x > 0
et 6> 0.

1) Exprimer le vecteur rotation w(z, t) et le tenseur des déformations D(z, t).
2) On considere le domaine D(0) = {a € IR®: a2 +a3 <1?et 0 < a3 < h} et
on note D(t) son évolution au cours du temps sous 'action du mouvement
U(z,t). Exprimer le volume V' (¢) du domaine D(t) en fonction du temps.

3) Tracer V (t) en fonction du temps dans le cas o« = (3 puis dans le cas
x = 0.

4) Tracer les lignes de champs du champ de vitesse U(z,t) dans un plan
r3 = a3 dans le cas o = (3 puis dans le cas y = 0.

5) Donner I'expression de la déformation X (a,t) en supposant que X (a,0) =
a.

6) Tracer les trajectoires dans un plan x3 = ag dans le cas @ = (3 puis dans
le cas x = 0.

7) On considere un champ B(z,t) tel que L (z,t) = 0 et B(z,0) =
a (23 + 23). Calculer I'expression lagrangienne B (L)(@,t) de ce champ.

8) En déduire son expression eulérienne B(z,t).
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9) Calculer %—Jf et U -grad B et vérifier que %—f =0.
10) Décrire le domaine D(t) et le dessiner a différents instants dans le cas
« = (8 puis dans le cas x = 0.
11) On considere le domaine

Dy(0) = {a € R*: (a1 — b1)?® + (ag — ba)* <12 et 0 < (a3 — by) < h}

ol b = (b1, b, b3) est un vecteur donné. et on note Dy(t) son évolution
au cours du temps. Décrire le domaine Dy(t) a l'instant ¢ et le dessiner
a différents instants dans le cas o = 3 en distinguant les cas ||b|| < [,
lb]| =1 et ||b]| > . Procéder de méme pour le cas y = 0.

Fluide parfait incompressible

On suppose que le gaz est animé d’un mouvement de fluide parfait incom-
pressible décrit par le champ de vitesse U étudié précédemment. On suppose
que la densité des forces extérieures de volume f(z,t) est nulle.

12) Quelle relation doivent vérifier a et 5 7

13) En supposant la pression p(0,t) = po constante en z = 0 et pour tout
temps t, calculer le champ de pression p(z,t).

14) Calculer la résultante F.,,; [D(t)] des forces de contact extérieures au
domaine D(t) défini plus haut.

15) Estimer sans calcul la direction et le sens de F [Dp(t)] pour b =
(b1,0,0) avec by > 0.

Fluide parfait compressible

On suppose que le gaz est animé d’un mouvement de fluide parfait com-
pressible décrit par le champ de vitesse U étudié précédemment avec oo = 3.
On chauffe ce fluide avec un apport volumique d’énergie interne r(x,t) et on
suppose que les forces extérieures de volume f(z,t) sont non nulles.

16) Donner 'expression de la masse volumique de ce gaz.

17) Calculer lexpression du champ r(z,t) permettant de garder un champ
de température T'(z,t) = Tj constant en temps et en espace. Interpréter
le signe de r et son sens de variation avec t.

18) Calculer I'expression que doit avoir le champ f(z,t) pour que le champ
de vitesse U soit solution des équations d’Euler.

Diffusion sans mouvement

On note k le coefficient de conductivité thermique du gaz et kK = p()ka le

coefficient de diffusivité thermique. On considere le cas a = 3 = 0 ou le gaz
est au repos (U = 0). On suppose f =0 et r = 0.

19) Ecrire Péquation d’évolution de la température T'(z,t) de ce gaz.
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x%—i—x% 5 .
552~ | est expression du champ
0

de température a t = tg > 0. Montrer que le champ de température
peut s'écrire T'(z,t) = A(t) exp {—)\(t) @} pour ¢t € IR} et donner les
équations différentielles ordinaires que doivent alors vérifier les fonctions
A(t) et A(t).
21) On suppose que og = /2 rtg. Calculer alors les fonctions A(t) et A(t).
22) Montrer que le c};amp de température s’écrit alors sous la forme T'(z,t) =

A(t) exp [—;C%U—Jg%} Tracer o(t) et A(t) en fonction du temps.

23) On considére le domaine infini Qg = {a € IR? : 0 < a3 < I}. Tracer
I’énergie interne &y (o) en fonction du temps et commenter la courbe.

20) On suppose que T'(z,ty) = Ay exp {—

Corrigé page 68

|EXERCICE 9.34| Matériau élastique encastré

On considére un matériau élastique dont la configuration de référence est le
parallélépipede 0 < a1 <1, 0<as <lr et 0 <ag <l3.
On note pg la masse volumique du matériau dans la configuration de référence
et on se place dans le cadre de I’élasticité linéaire homogene et isotrope. On
note A et u les coefficients de Lamé du matériau.
On suppose que ce matériau est compléetement encastré dans un matériau
indéformable, ce qui signifie qu’il occupe toujours le méme espace. On s’inté-
resse a I'état d’équilibre de ce matériau en présence de forces de gravité f(a) =
—po ge®.
1) Ecrire les équations de Lamé-Clapeyron en projection sur les axes et
préciser les conditions aux limites.
2) Montrer que I'on peut supposer &1 = &3 = 0 et que &3 ne dépend que de
as.
3) En déduire le champ de vecteur déplacement {(a) & I’équilibre.
4) Tracer le déplacement vertical £3(ag).
5)
)

6) Calculer la résultante des forces de contact exercées par le matériau
indéformable sur le matériau encastré sur chacune des faces horizontales.

Exprimer le tenseur des contraintes g(a) en chaque point du matériau.

7) Calculer la résultante des forces de contact exercées par le matériau
indéformable sur le matériau encastré sur chacune des faces verticales.

Corrigé page 69

Corrigé| Relation de Gibbs

1)I1 faut inverser la loi d’état de ’énergie e = E(p,T). 2)Il s’agit de la
relation de Gibbs que l'on peut écrire sous la forme de =T ds — p d (%) ou

T ds = de—;% dp. 3)On en déduit % =T %—F/% %f. 4)La loi de conservation

de la masse est % = —p div U. L’équation de bilan de ’énergie interne est
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p % = —pdivU. 5)En éliminant % et %, on obtient % = 0. 6)Pour un

fluide parfait, la viscosité est négligée. Comme de plus les apports de chaleur
sont nuls, il est normal que ’entropie reste constante le long des trajectoires
des particules fluides. En effet, les transformations sont réversibles.

Corrigé| Diffusion de la chaleur et mouvement

Mouvement 2D

1)Onaw =0, Diy =, Dy = et Dij = 0 sinon. 2)On a div U = x.
Comme V(t) = f[, d*z,onaV(t)= [[rdivU d*z = x V(t). On en déduit
V(t) = V(0)eX! avec V(0) = w12 h. 3)Dans le cas o = 3 = /2, la fonction
V(t) croit exponentiellement puisque x > 0. Dans le cas x = 0, la fonction
V(t) est constante. 4)Les lignes de champs sont les droites a1 zo = asx3
passant par (x1,z2) = (0,0) dans le cas @« = 3 = x/2 et les hyperboles
x1xy = ajag d’asymptotes x;1 = 0 et z9 = 0 dans le cas x = 0. 5)La
déformation X (a,t) s’écrit x; = ag e xo = agel’ et x5 = az. 6)Les tra-
jectoires sont confondues avec les lignes de champs caf )le mouvement est
aB (L

stationnaire. 7)Comme %—Jf = 0 est équivalent & 57" '(g,0) = 0, on a
BB (a,t) = BE)(a,0) = 1 (a? + a3). 8)On utilise B(z,t) = BW [A(z, 1), 0].
La déformation inverse A(z,t) s’écrivant a3 = a1 e gy = xge Pt et
a3 = x3, on a donc B(z,t) = %(ac% e 2ot 4 42 e‘wt). 9)On a %—Jf =
—ry (oz 3:%6_2‘” + ﬁ:v%e_zﬁt) et U-grad B=1 (Ulznle_%‘t + U2:L'2€_2ﬁt). On
a bien %—? = —U -grad B et donc Cfi—]f = 0. 10)En utilisant I’expression de la

déformation inverse A(z,t), on peut écrire

T 2

lexp(at) ] 2 + [l ex?(ﬁt)]

D(t):{QEIR?’:{ §1et0§x3§h}.

Le domaine D(t) est donc un cylindre de section elliptique dont les axes
principaux sont [ e* dans la direction z; et [ ef* dans la direction .
Pour « = 8 = x/2 > 0, le domaine D(t) est un cylindre de section cir-
culaire dont le rayon croit exponentiellement. Pour x = 0, le section est
une ellipse de plus en plus allongée dans la direction xo. 11)On peut écrit

2 2
Dy(t) = {z € R |2 |+ e < 1et0<as < h}' Ce

domaine a la méme forme que D(¢) mais son centre suit le mouvement de la
trajectoire issue de b a t = 0.

Fluide parfait incompressible

12)Comme le fluide est incompressible, on doit avoir y = 0 et donc a +
B = 0. 13)Comme %Q = (a® 21,02 29,0), f =0cet AU = 0, la loi de

conservation de la quantité de mouvement s’écrit pg a? 1 = —%, po @ xy =
W oot 0 = —2 i entrai t) = 221495 14)0 t
— 72, €t 0 = —z= ce qui entraine p(z,t) = po — poa”—5-2. )On peu

écrire Foont[D(t)] = — [op p(2,t) n d*z. En remarquant que la pression et la



EXAMEN 2002, MMC, O. Thual, December 17, 2006 69

forme de I’ensemble sont symétriques par rapport a l'origine (x1,z2) = (0,0),
on peut écrire sans calcul que F.,([D(t)] = 0. 15)Comme I'ensemble D’(t)
est symétrique par rapport a I'axe Oz et que p décroit avec la distance a
Porigine, on voit que F ... [D'(t)] est dans la direction de 'axe Oz et dirigé
vers les x1 croissants.

Fluide parfait compressible

16)Comme div U = x, on a p = py exp(—xt). 17)L’équation de bilan de
I’énergie s’écrit p% =r+k AT —pdiv U. En utilisant la loi d’état p = p MT
on voit que e = C,T est constant si et seulement si r(x,t) = po MTO xe Xt =
pox e Xt. Le terme de chauffage volumique nécessaire pour maintenir la
température constante est positif (c’est une détente) et décroit avec le temps
(la densité diminue avec un taux de détente constant). 18)Les équations de
conservation de la quantité de mouvement s’écrivent pa®z; = (%, -+ f1,
pa’ xy = —59—92+f2 et 0 = —% + f3. Comme p = pge X! et p = pge XtﬁTo,
on doit avoir f; = pa? x1, fo = pa® xo et f3 = 0.

Diffusion sans mouvement

19)L’équation de bilan de 1’énergie interne conduit a aT =k AT. 20)On a
oL — (4 - Ad”;“"‘z) E, &L — A(-Az) E, 82T A(=A+ A2 2?) E,

’ 8m1
etc. avec E = exp [—/\(t) iﬁ} En reportant dans les équations, on voit
que l'on doit avoir % = —2KkAA et % = —2rkA2. 21)On en déduit que
dA
xg = 26(t —to) + x5 = 26(t —to) + 2kty = 2xt. Dou G = —1A

and A = Ag®®. 22)On a donc o(t) = 2kt : Décart-type du champ de

température varie en /¢ (résultat classique de la diffusion). L’amplitude A

décroit comme l'inverse du temps. 23)On a &y (o) = ﬁfﬂo po Co,T d3x =
7'2

po CLA fozﬂ Jo e 2% dr df = 2mpy C,A(t) o2(t) = 2mpor CyApty 0. Cette

fonction ne dépend pas du temps (I’énergie interne est conservé dans ce cas).

Corrigé| Matériau élastique encastré

1)Les équations de Lamé-Clapeyron s’écrivent 0 = f1 + (/\ + ,u) -div £ +
p AL, 0= fo+ A+ p)gdivE+p Al et 0= fa+ (A +p) 5% d1V£+u Ag3.
Les conditions aux hmltes s’écrivent {(a) = 0 sur chacune des faces. 2)On
cherche des solutions vérifiant £ (a) = &2(a) = 0, en accord avec les conditions
aux limites. On cherche des solutions sous la forme £3(a) = &3(a3). On
doit donc résoudre (A + 2 p)&4(az) = po g qui admet un solution. Comme
la solution d’une équation linéaire est unique, c’est donc la bonne. 3)En
appliquant les conditions aux limites £3(0) = &3(l3) = 0, on obtient {3(a3) =
: Aﬁ??gu a3 (ag —l3). 4)Le déplacement &3(a3) est une parabole qui s’annule en
ag = 0 et ag = [. Le déplacement est négatif. 5)La loi de Hooke entraine
o33 = po g (a3 —13/2), o011 = 092 = )\_:‘2“0'33 et 0;; = 0 sinon. 6)La force
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exercée par le support du bas sur le matériau est égale a la moitié du poids
P = pg g l1lsl3 et est orientée vers le haut. L’autre moitié du poids est
compensée par la paroi du haut. 7)Les forces exercées par les parois latérales
sont nulles.

EXAMEN 2001

Seules les questions suivantes doivent étre rédigées :

6), 8), 11), de 12) a 20) incluses, 25, 26), 29) et de 31)a 40) incluses. La
réponse aux autres questions, déja traitées lors du partiel, peuvent permettre
de poursuivre le probleme.

PROBLEME 9.35| Ondes de compression

Premier mouvement

On considére un premier mouvement X (a,t) défini par
x1 =ay — 1l sin[k(a; —ct)], To = Qo et T3 = as (9.14)

oul >0,k >0et c>0sont des constantes. On suppose que n =kl < 1.

1) Quelles sont les dimensions de [, k, c et n 7

2) Calculer la représentation lagrangienne Q(L) (a,t) de ce mouvement.

3) Calculer le Jacobien J(a,t) de ce mouvement.

4) En déduire que la configuration de référence {2y ne correspond a aucune
des configurations (2(t) atteintes lors de ce mouvement.

5) On suppose que la représentation lagrangienne o) (a,t) de la masse vo-
lumique s’écrit

D) (g t) — Po
plat) 1 —n cos[k(a; —ct)] (9.15)

Montrer que la masse est bien conservée au cours du temps.

6) Quelle est la masse volumique dans la configuration de référence €y 7

7) On note én la fonction définie sur IR par én(Q) = 0 —nsinf. Tracer
(schématiquement) cette fonction et montrer qu’elle est inversible.

8) On note ﬁn la fonction inverse de ém c’est-a-dire telle que ¢ = én (0) <=
0= ﬁn(gp). Indiquer le domaine de définition de ﬁn et tracer (schémati-
quement) cette fonction.

9) On considere le champ scalaire B dont la représentation eulérienne
est BUP)(z,t) = k(x; — ct). Exprimer sa représentation lagrangienne
BE)(a, t), pour le mouvement X, a laide de la fonction C~¥,7.

10) On considere le champ scalaire C' dont la représentation lagrangienne
est CW(a,t) = k(ay — ct). En utilisant les résultats des questions
précédentes, exprimer sa représentation eulérienne C'¥) (z,t), pour le
mouvement X , a laide de la fonction ﬁ[n.
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~(E
11) En déduire la représentation eulérienne U ( )(g, t) de la vitesse ainsi que
la représentation eulérienne f)(E) (z,t) de la masse volumique & ’aide de
la fonction H,,.

Ondes élastiques longitudinales

On considere un solide élastique homogene et isotrope caractérisé par ses
coefficients de Lamé X et p. On se place dans le cadre de I'élasticité linéaire.
En ’absence de contraintes, ce solide occupe une configuration de référence
Qg et sa masse volumique est pg. On suppose ensuite que le solide est animé
d’un mouvement de vibration modélisé par le premier mouvement X (a,t) =
a — 1 sin[k(a; — ct)] e). On négligera les forces de gravité.

12) Calculer le déplacement g(g, t) associé a ce mouvement.

13) Calcul le tenseur des petites déformations €(a,t).

14) Montrer que ce mouvement est solution des équations de Lamé si et
seulement si c? est relié & A, p et py par une relation que I'on précisera.

15) Que représente physiquement la quantité ¢ 7

On suppose maintenant que 17 < 1 est tres petit. On cherche alors & pousser
les développement asymptotiques des différents champs jusqu’au premier ou
au deuxieme ordre en 7 suivant les cas.

16) Que traduit 'hypothese n < 1 7
17) On note pX)(a,t) la représentation lagrangienne de la masse volumique
du solide au cours de la vibration. Montrer que I'on peut écrire :

PP (at) = po +1po cos[k(ar - ct)] + O . (9.16)

18) Montrer que 1'on peut écrire én(ﬁ) =0+ 0(n) et ﬁn(go) =p+0(n).
19) En déduire les développements asymptotiques suivants :

= necosk(z —ct)] +O(n?)
= po+npocoslk(zy —ct)]+O0(n?) . (9.17)

(z,t

ﬁ(E) z,1)
)(z,t)

20) Comparer les représentations lagrangiennes et eulériennes des champs de
masse volumique et de vitesse a l'ordre dominant en 7. Expliquer ce
résultat dans le cadre des hypotheses de base de 1’élasticité linéaire.

Second mouvement

On considére un second mouvement défini par la représentation eulérienne

~(E
U ( )(1, t) de son champ de vitesse qui s’écrit

77(E)

Al(E) = v cos [k(z1 — ct)], U, 7P

=0 e UM =0 (9.18)

ounv >0,k >0etc>0 sont des constantes. On suppose que n = v/c < 1.
Dans un premier temps, 1 n’est pas petit.
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21) Quelles sont les dimensions de v, k, c et n ?

22) Calculer le tenseur des taux de déformations 2 (z,t) et le vecteur rotation
o(z,t).

23) Quel est le taux de dilatation des volumes au point z et a U'instant ¢ 7

24) Montrer que la représentation eulérienne ﬁE) de la masse volumique
définie par

SE) (g 4) = Po
Pt 1 —1n cos[k(x; — ct)] (9.19)

est solution de I’équation de conservation de la masse.
25) On note ];AI,Z la fonction définie sur IR par

~ © 1
H = _— . 2
n(®) /0 Tr— do (9.20)

Tracer (schématiquement) cette fonction et montrer qu’elle est inversible.

\/2_—772arctg (\/gtg %)4—

Int (%), ou Int est la partie entiere, n’est pas indispensable pour
répondre a cette question (on pourra tracer d’abord sa dérivée ou montrer
que T sing < H(p) — ¢ < t15sing).

Le calcul de l'intégrale, qui conduit & H, n(p) =

26) On note G la fonction inverse de an c’est-a-dire telle que § = Hn(cp) =
=G (0) Indiquer le domaine de définition de G et tracer (schémati-
quement) cette fonction.

27) On considere la trajectoire z(t) qui vérifie ﬁn[k‘ 21(0)] = kay, 22(0) = aq
et 23(0) = asz et on construit la fonction ¢(t) = k [z1(t) — ct] & partir de
sa premiere coordonnée. Montrer que I'on peut exprimer simplement 22
en fonction de (.

28) En déduire que ¢(t) s’exprime en fonction de a; et de ¢ a l'aide de la
fonction én'

29) En déduire une formulation lagrangienne X (a,t) du mouvement définie
par une configuration de référence €2y qui ne correspond pas forcément a
la configurations €2(0) atteintes par le mouvement pour ¢ = 0.

~ (L
30) Comparer I’expression de la vitesse Q( )(g, t) du premier mouvement avec

(E)(

celle de la vitesse U z,t) du second mouvement. Les expressions de

~(E ~(L
Q( )(z,t) et Q( )(g,t) sont-elles pour autant égales 7
On suppose maintenant que n < 1 est tres petit.

31) Montrer que 'on peut alors écrire :
P (@, t) = po +n po cos [k(z1 — ct)] + O(n?) . (9.21)

32) Montrer que 1’on peut écrire ﬁn(go) =p+0(n) et én(ﬁ) =0+ O(n).
33) En déduire les développements asymptotiques suivants :

@i)(a t) = nccoslk(ar —ct)] +O(n)
pth) )

)
(a,t) = po+mnpocoslk(ar —ct)]+O0(n?) . (9.22)
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(E) (L)(

~(L ~ ~
34) Comparer maintenant les expressions de Q( )(Q,t), U (z,t), U "(a,t)

~(E
et U ( )(g, t) a Pordre dominant en 7. Que peut-on dire des deux mouve-
ments et de leur représentations lagrangienne et eulérienne ?

Ondes sonores

On considére un fluide parfait, compressible, non conducteur de la chaleur,
dans un milieu infini en 'absence de forces ou de chauffage extérieur. On
suppose que ses lois d’état sont celles d'un gaz parfait e = C,T et p =
prT ou C, et r sont des constantes. On suppose connue la représentation
eulérienne des champs de vitesse U, de masse volumique p, de pression p et
de température T' a I'ordre dominant d’un petit parametre n < 1 :

Uz,t) = neccosk(zr —ct)] €V +0(n?)

p(z,t) = po~+npocosk(z; —ct)] +O(n?)

p(x,t) = po+mnpoc® cosk(xy —ct)]+O0n?)

T(z,t) = To+n (r/Cy) Tocos [k(zy — ct)] + O(n?) (9.23)

ot e(!) est un vecteur unitaire de la base canonique et ot1 k, pg et pg sont des

constantes données, Ty = f—gg s’en déduit et ¢ est une vitesse que 'on veut
déterminer pour que ces champs soient solutions des équations d’Euler. On
négligera les forces de gravité.

35) Montrer que la loi de conservation de la masse est vérifiée a I'ordre do-
minant en 7 (ordre un).

36) Montrer que la loi de conservation de la quantité de mouvement est
vérifiée a 'ordre dominant en n (ordre un).

37) Montrer que I’équation de bilan de I'énergie interne est vérifiée a I'ordre
dominant en 7 (ordre un).

38) En exprimant ’équation d’état du gaz parfait a 'ordre un en 7, montrer
quec:mavecq/:g—z et Cp,=Cy+r.

39) Commenter le nom de “vitesse du son” attribué a la vitesse c.

N

-~ ~(E
40) En rappelant 1’égalité des premier (X) et second mouvement (U ( )) a
l'ordre dominant en 7, décrire les trajectoires z(t) associées aux ondes
sonores.

Corrigé page 73

Corrigé| Ondes de compression

Premier mouvement

1)Les unités sont m pour la longueur /, m~! pour le nombre d’onde k et m s~!

pour la vitesse ¢. La constante 7 est un nombre sans dimension. 2)En dérivant
par rapport au temps, on obtient (71(]“) =klccoslk(a; —ct)] avec klc=ne,
ﬁQ(L) =0et ﬁéL) = 0. 3)Le Jacobien s'écrit J(a,t) = 1—kl cos [k(a; — ct)] >
0 avec kl = n. 4)Si Qo coincidait avec la configuration Q(t.) au temps
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t, on aurait J(a,t,) = 1 pour tout a. L’expression du Jacobien montre
que c’est impossible car n > 0. 5)On voit que g\ (a,t) J(a,t) = po est
indépendant du temps. La masse est donc conservée au cours du mouvement.
6)La densité de masse dans la configuration référence Qq est pg. Elle est
uniforme. 7)La dérivée de la fonction én est CN%(H) = 1—ncosf. Cette
dérivée est strictement positive dans la mesure ou 7 < 1. La fonction est
donc strictement croissante. Son graphe est compris entre les droites 6 — 7
et # +n. Comme son image est IR, elle est inversible. 8)Le domaine de
définition de ﬁn est IR. Le tracé de cette fonction s’obtient par symétrie par
rapport au tracé de son inverse en changeant les axes 6 et ¢. 9)En remplagant
z1 = a; — I sin[k(a; — ct)] dans Vexpression de B¥)(z,t) = k(z; — ct) on
obtient B (a,t) = k(a; — ct) — klsin[k(a; — ct)] = G, [k(a; — ct)] avec
n = kl. 10)En inversant cette expression, on voit que la représentation
eulérienne de C(M)(a,t) = k(ay — ct) est CF)(z,t) = H, [k(z1 — ct)]. 11)On

a donc ﬁl(E) (z,t) =nc cos {ﬁn [k(x1 — Ct)]}, ﬁz(E)(Lt) =0et ﬁéE) (z,t) =0.

On déduit de méme que pF)(z,t) = po/ (1 — 1 cos {ﬁn [k(xy — ct)]})

Ondes élastiques longitudinales

12)Le déplacement est g(g, t) = —1 sin[k(a; — ct)] e. 13)Le tenseur
€(a,t) vérifie €1 = —n cos[k(a; — ct)], €; = 0 sinon. 14)En reportant
I'expression de { dans I'équation de Lamé, on obtient pg A =X2+2

e, s _ )\+2“ . . . . _
15)La quantité ¢ = Vo est la vitesse des ondes de vibration longitu

dinale du solide. 16)Cette hypothese s’inscrit dans le cadre de 1'élasticité
linéaire. L’hypothese < 1 entraine I'hypothese des petites déformations (€
petit devant 1) et des petits déplacements en choisissant k~! comme échelle
de longueur caractéristique. 17)La loi de conservation de la masse entraine
P (a,t) = po/ {1 — 1 cos[k(a; — ct)]}. Le développement asymptotique de
pY(a,t) en découle trivialement. 18)La définition de C~¥,7 entraine que cette
fonction est égale a 'identité a ’ordre zéro en 7. Il en est donc de méme pour
son inverse ﬁn' 19)L’expression ﬁl(E) (z,t) = ne cos {ﬁn [k(z1 — ct)]} et la

relation ﬁ[n(go) = ¢+ O(n) permettent d’obtenir le développement asympto-
tique de ce champ. Le méme raisonnement s’applique pour le champ p&).
20)Les représentations eulériennes et lagrangienne des champs de masse vo-
lumique et de vitesse sont égales a 'ordre un en 7. L’hypothese n =kl < 1
signifie que le déplacement [ est petit devant 1’échelle de variation k~! des
champs de vitesse et de densité. Cette hypothese de petits déplacements
(champs peu déformés) entraine 1'égalité des représentations eulériennes et
lagrangienne a l'ordre dominant.

Second mouvement

21)Les unités sont m~! pour le nombre d’onde k, m s~! pour les vitesses
v et ¢. La constante 1 est un nombre sans dimension. 22)Seule la com-
posante D11 = —kw sin [k(z1 — ct)] du tenseur des taux de déformations
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~

D(z,t) est non nulle. Le vecteur rotation @(z,t) est nul. 23)Le taux de

Elation d’un petit volume 0V(t) pris autour d’un point z a l'instant ¢ est
54 4 (§V) = div U(z,t) = Dyi(z,t). 24)Pour vérifier que p\¥)(z,t) est solu-

tion de ’équation de conservation de la masse %g +div (p U ) = 0 il suffit de

vérifier ici que %f +8%1 (Ul ﬁ) = 0. On calcule alors les expressions suivantes :

o ~ kcpp sin o Iy o~ kv po sin _
5D = W et 7o (Ul,o) W avec ¢ = k(z1 — ct). Comme

¢ = nwv, on voit alors que 1’équation de conservation de la masse est satis-
faite. 25)La dérivée de la fonction H est H'(p) = m. Cette dérivée est
strictement positive dans la mesure ou 7 < 1. La fonction est donc strictement
crmssante On montre facilement que T fo cosa doe < [ % da <
1_77 J§ cosa da. On en déduit que 1+77 sm<,0 < H(p) — ¢ < 7L singp. Cet
encadrement permet le tracé schématique de la fonction H. Comme son im-
age est IR, elle est inversible. 26)Le domaine de définition de én est IR.
Le tracé de cette fonction s’obtient par symétrie par rapport au tracé de
son inverse en changeant les axes 6 et . 27)Une trajectoire z(t) est solu-

A(E)[

tion du systeme d’équations différentielles ordinaires %g(t) = U " [z(t),t]
qui s'écrit ici Lz = nccos[k(z1 —ct)], Lzo = 0 et Lx3 = 0. En no-
tant p(t) = k[x1(t) — ct], on peut écrire la premiere équation sous la forme

jtgo = knccosp — ke. 28)On en déduit m = —kcdt qui s’intégre

en H nlp(t)] = k(a1 —ct). La constante d’intégration ka; a été déterminée
en utlhsant la condition initiale H, plkx1(0)] = kai. 29)En considérant la
fonction inverse G de an on peut donc écrire ¢(t) = kxi(t) —ct] =
G n(kar — ct) ce qui entraine x;(t) = kG (kay — ct) 4+ ct. Les autres com-
posantes sont trivialement zs(t) = as et x3(t) = az. On en déduit la for-
mulation lagrangienne X (a,t) qui s’écrit z1 = kG (kar —ct) +ct, xo = ag

et z3 = az. 30)On a Q( )(g, t) = neccoslk(a; — ct)] eV et Q(E)(g,t) =
n e coslk(zy —ct)] eM). Ce sont les mémes fonctions appliquées & des variables
différentes. Les expressions Q(E)(g,t) = nc cos {ﬁn [k(xy — ct)]} eM, et
~ (L

Q( ) (
ce qui revient a dire C~¥,7 #+ fln, ce qui découle de leurs définitions. 31)Le
développement asymptotique de ﬁE) (z,t) s’obtient trivialement a partir des

sa définition. 32)On peut écrire ﬁn = 11+ O(n)] da = ¢ + O(n).
Cette fonction est égale a l'identité a l'ordre zéro en n. Il en est donc

g [X(Q, t)}

a,t) =nc cos {@n [k(a1 — ct)]} e() ne sont pas identiques car H, # @77

~ ~(L

de méme pour son inverse G). 33)L’expression Q( )(g, t)y=U
conduit & l'expression ﬁl(L)(g, t) = mccos {én (k(ay —Ct)]}- La relation
ﬁn(go) = ¢ 4+ O(n) permet d’obtenir le développement asymptotique de ce
champ. Le méme raisonnement s’applique pour la densité. 34)Les expres-
sions de ces quatre vitesses sont identiques a I'ordre dominant en 7. On peut
donc confondre les représentations eulériennes et lagragiennes des ces deux
mouvements, ainsi que les deux mouvements eux-mémes.
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Ondes sonores

35)La loi de conservation de la masse % + div (pU) = 0 s'écrit ici
0,

L+ (PUl) = gt(npo cos )+ 52=(po n ¢ cos ) +O0(n?) avec ¢ = k(z1—ct).
Comme 2 at + c5 - axl = 0, ’équation de conservation de la masse est satis-
faite a l'ordre 1. 36)Seule la premiére composante p (%Ul + Ula%lUl) =
—a%lp de l’équation de la quantité de mouvement p (%Q 4+ U -grad U ) =
—grad p nécessite une vérification non triviale. Elle s’écrit n pg c% cos p =
—n po Ja7 COs 0+ O(n 2). Comme —59 + c%% = 0, "équation de conservation
de la conservatlon de mouvement est satisfaite a 'ordre 7. 37)L’équation de
bilan de I’énergie interne p (%e + U -grad e) = —pdiv U, avec e = C, T,

s’écrit ici nporTO% cos p = —npocaixlcosg0+0(n ). Comme 2 5 —1—65;’1 =

et porTy = po, 'équation de bilan de I’énergie interne est satisfaite a I'ordre
n. 38)L’équation détat p = prT sécrit pg + npocicose = porTy +
nr(poTo + poTor/Cy)cosp + O(n?). L’ordre dominant est satisfait par
définition de Tp. L’ordre un en 1 conduit & pg c® = pg Tor(1 +1r/C,) cest-a-
dire 2 =r T, C(”J—JU”’ = C—ZT Ty = vrTy. On obtient donc bien ¢ = /v r 1Ty avec

v = g—i’ et Cp = Cy + 1. 39)La vitesse ¢ est la vitesse de propagation d’une
onde progressive longitudinale qui correspond a des oscillations des champs
dont le champ de pression. On peut montrer que ’entropie s = sg reste con-

stante au cours de ces oscillations et que I'on a en fait ¢ = (%—7;) (po, S0)
S

ou p = P(p,s) est la loi d’état des gaz parfaits. 40)Les premier et second
mouvements sont identiques a 'ordre dominant en 7. Les trajectoires as-
sociées aux ondes sonores sont donc décrites par le “premier mouvement”
lorsque n < 1. Elles sont situées sur des segments de droites et s’écrivent
z(t) = a — I sin[k(a; — ct)] eV o @ est la position moyenne de la particule.

EXAMEN 2000

Seules les questions 11 & 15 (incluses), la question 18 et 21 a 42 (incluses)
sont a rédiger. Il n’est pas demandé de rédiger les questions 1 a 10 et 19 a
20 déja traitées lors du partiel.

PROBLEME 9.36| Mouvement d’une demi-sphere

On considére un mouvement dont la représentation eulérienne U(z,t) du
champ de vitesse est définie par les relations

Ui =ax, Uyo=axy et Us=-—0x3. (9.24)

On suppose que o > 0, 6 > 0 et on note x = 2a — 3. On considere que le
milieu continu est compris dans le domaine Q(t) qui, & ¢t = 0, est égal a la
demi-sphére Q(0) = {a € IR3 tel que a3 > 0 et||al| < 1}.



EXAMEN 2000, MMC, O. Thual, December 17, 2006 7

Cinématique

1) Calculer le vecteur rotation w(z, t) et le tenseur des taux de déformations
D(z,t) de ce mouvement.

2) On considere les petits vecteurs transportés par le mouvement dx(t) et
0’ (t) tels que dz(0) = b (Q(l) + §(3)) et 02/(0) = b (g(l) — Q(?’)). Mon-
trer que leur évolution ne dépend pas de la trajectoire dans le voisinage
de laquelle ils sont choisis.

3) Calculer les dérivées 4| dz]|/(0) et %[|dz'[|(0) des normes de ces petits
vecteurs au temps t = 0.

4) On note 0(t) l'angle (dz,dz’) de ces deux petits vecteurs. Calculer la
dérivée %0(0) de cet angle a t = 0.

5) On note V(t) le volume du domaine §(¢). Calculer div U pour en déduire
/YOI gV(@).

6) Donner I’expression de V(0) en fonction de I. En déduire V(¢) pour tout
temps.

7) On suppose que la masse est conservée et qu’a t = 0 la densité pg
est uniforme. Montrer que ’équation de conservation de la masse en
réprésentation eulérienne entraine que la densité p(z, t) reste uniforme en
espace. En déduire I'expression de ce champ de densité p en fonction du
temps.

8) On définit le champ scalaire B a l'aide de sa représentation eulérienne
B(z,t) = $ (2% + 23) + gazg Calculer 4B (z,t).

9) Calculer la représentation eulérienne %(1, t) de laccélération.

10) Montrer si z appartient au plan xz3 = 0 alors le champ de vitesse U(z, t)
aussi. Dessiner quelques vecteurs vitesse dans ce plan.

11) Dessiner I'allure des lignes de champs de U dans le plan z3 = 0.

12) Dessiner 'allure des lignes de champs de U dans le plan x9 = 0 pour le
cas particulier o = . Indiquer alors la nature de ces courbes.

Grande déformation

13) Déterminer la déformation X (a,t) associée au mouvement U (z,t) en sup-
posant que X (a,0) = a.

14) Dessiner 'allure des trajectoires dans le plan a3 = 0 puis dans le plan
a9 = 0.

15) Dans le plan a; = 0 et sur le méme graphe que pour la question
précédente, tracer les positions successives des petits vecteurs transportés
par le mouvement dz(t) et dz’(t) définis plus haut.

16) Déterminer I'expression de la norme ||dz(t)||. Vérifier que 'expression de
la dérivée de cette fonction pour t = 0 est conforme aux résultats des
questions précédentes. Donner ’allure de cette fonction du temps dans
le cas particulier o = .

17) Déterminer l'expression de 'angle 6(t) que font dz(t) et dz'(t) et donner
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I'allure de cette fonction du temps. Vérifier que 'expression de la pente
de cette fonction pour ¢t = 0 est conforme aux résultats des questions
précédentes.

18) Décrire le domaine §2(¢) et indiquer sa forme.

19) Calculer le tenseurs des dilatations C(a,t).

20) En déduire ||dz(t)||/]|0z(0)| et [|d2'(t)||/||dz’(0). Comparer avec les ex-

pressions trouvées précédemment.

Fluide incompressible

On suppose maintenant que 1’écoulement est celui d’un fluide incompress-
ible de densité pg et de viscosité dynamique p,. On suppose que les forces
extérieures de volume f(z,t) sont nulles.

21) Montrer que ces hypotheéses impliquent la relation x = 2« — 5 = 0.

22) Ecrire I’équation de conservation de la quantité de mouvement puis cal-
culer la pression p(z,t) dans le domaine €2(t) en supposant que la pression
p(0,t) = pg en z = 0 reste constante.

23) Calculer la représentation lagrangienne pL) (a,t) de la pression.

24) Calculer la résultante des forces extérieures de contact exercées par la
paroi sur le fluide sur l'intersection X (¢) de la frontiere 0€2(¢) et du plan
x3 = 0 dans le cas ou le fluide est parfait.

25) Calculer le tenseur des contraintes o(x,t) dans le cas ou le fluide est
visqueux.

26) En déduire la résultante des forces extérieures de contact exercée sur la
surface X(t) dans ce cas.

Fluide compressible

On suppose maintenant que & = 0. On suppose que ’écoulement est celui d’'un
fluide compressible de densité homogene pg a 'instant ¢ = 0. On noste p, sa
viscosité dynamique et on suppose vérfiée I’hypothese de Stokes A\, = —% [T
On suppose que les lois d’état de ce fluide sont p = p(R/M)T et e = C, T,
ou R est la constante des gaz parfaits, M la masse molaire du fluide et C,, sa
capacité calorifique (constante) a volume constant.

On cherche a déterminer les forces extérieures de volume f(z, ) et le chauffage
volumique r(z, t) que I'on doit imposer pour obtenir le mouvement U (z) décrit
plus haut ainsi qu'une température T'(z,t) = Ty uniforme en espace et con-
stante en temps.

27) Calculer la densité p(z,t).

28) En déduire la pression p(z,t) en utilisant le fait que T'(z,t) = Tp.

29) En déduire 'expression de la puissance volumique des efforts intérieurs
Tint = — ¢ : D en fonction de 3, u, et Tp.

30) En déduire r(z,t) et f(z,t).

31) Calculer la puissance thermique Pipo[€2(£)] pour tout temps.
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32) En déduire la quantité de chaleur Q)(¢.) fournie au fluide entre le temps
t =0 et le temps t = t,.

33) Calculer la puissance des forces extérieures Pext[2(t)] pour tous temps.

34) En déduire le travail W (t,) fourni par les forces extérieures entre le temps
t =0 et le temps t = t,.

35) Comparer Q(t.) et W (t,) avec le travail des efforts intérieurs fournis entre
le temps t = 0 et le temps t = t,.

Solide élastique

On considere un solide élastique homogene et isotrope de densité py dont
le comportement rhéologique est caractérisé par les coefficients de Lamé A
et p. En P'absence de contraintes, ce solide élastique occupe la demi-sphere
Qo = {a € IR? tel que ag > 0 etlal| < I}. On soumet alors ce solide & des
contraintes qui induisent la déformation X (a) suivante :

X\ =ay e, Xo=aye®" et Xs3=aze PT (9.25)
en supposant que le solide ainsi déformé est a I’équilibre (pas de mouvement).

36) On suppose que a7 < 1 et 87 < 1. Montrer que cette hypothese permet
de se placer dans le cadre des petites déformations. On suppose alors que
l'on peut confondre les représentations eulérienne et lagrangienne des
champs décrivant le comportement du solide.

37) Calculer le tenseur des contraintes g(a) dans le solide.

38) Calculer le champ f(a) des forces extérieures de volume que I'on a ap-
pliquées sur le solide.

39) Calculer la résultante 49" des forces de contact extérieures au solide
exercées sur la face située dans le plan a3 = 0.

40) Calculer la résultante F4e™i=Ph des forces de contact exercée sur 'autre
partie de la frontiere du solide.

On suppose ensuite que le solide est animé du mouvement X (a,t) défini par
X =ap et Xo=age® et X3=aze P?t. (9.26)
On s’intéresse aux temps courts tels que at < 1.

41) Calculer la densité f(a,t) des forces extérieures volumiques responsables
de ce mouvement.

42) Dessiner les lignes de champs f(a,t) pour le cas particulier 8 = —a.

Corrigé page 79

Corrigé| Mouvement d’une demi-sphere

Cinématique

1)w = 0 et on a donc D

K. Seules Diy = Dy = « et D33 = —f3
sont non nulles. 2)Comme < dx

or = K dx et K est indépendant de I'espace,

= ||

<y

t
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I’évolution d’un petit vecteur transporté par le mouvement ne dépend pas
de la trajectoire choisie. 3)|dz| %Hé_xH(t) =! 6z Déz = 6b(aw — 3). On
obtient le méme résultat avec d2’. Comme |dz(0)|| = ||&2'(0)|| = 6bV?2,
on a 40z(|(0) = £[|d2/[[(0) = sba — B)/v2. 4)6z(0)][|62’ (0)[| &L [/2 —
0](0) = 2 162'(0) D5z (0) = 2 (6b)?(a + B). D’ott £6(0) = —(a + 3) 5)Comme
divU=2a-8=xona2V(t) =424 [[[, &z = [[[pdivU d’z = V().
Donc [1/V(t)]d%V(t) =X = 2a— . 6)On en déduit V(t) = V(0) exp(x t) avec

V(0) = %Wl?’. 7)La loi de conservation de la masse peut s’écrire %% = —X
ce qui entraine %Ln (p/po) = —x. L’évolution temporelle de la densité est

la méme le long de toutes les trajectoires. En suivant une trajectoire fixée,
la densité suit la loi p(t) = poexp(—xt). La densité reste donc uniforme et
évolue selon cette loi. On vérifie alors que p(t)V(t) = poV(0). 8)4L (z,t) = %—?
+U-grad B = U-grad B = o?(x3+x3)—3%23. 9)62—% = U-grad U = a?z; eM+
a? o e®@ 4+ B2 x3 e®. 10)Si x3 = 0 alors U3 = 0. Dans le plan 23 = 0, les
vecteurs vitesses sont sur des droites passant par 0. Leur intensité augmente
proportionnellement & la distance & 0. 11)Les lignes de champs de U dans la
plan x3 = 0 sont des droites passant par 0. 12)En résolvant dxy/U; = dx3/Us,
c'est-a-dire dxi/(ax1) = —dxs/(Bx3), on obtient 1'’équation des lignes de
champs x? x5 = K ou K est une constante dont la valeur fixe une ligne de
champ particuliere. Pour o« = 3, les courbes x1 3 = K décrivent une famille
d’hyperboles.

Grande déformation

13)En intégrant les équations différentielles non couplées %xl = aux,
d . d . oy c s .
T2 = axg et x3 = —Bxz avec les conditions initiales x;(0) = a; pour

i = 1,2,3 on obtient x; = aj exp(at), ro = azexp(at) et x3 = agexp(—pFt).
14)Les trajectoires sont confondues avec les lignes de champs de U car la
vitesse ne dépend pas du temps. Pour tracer les trajectoires dans le plan

as = 0, on trace d’abord les trajectoires a; = 0 qui convergent vers 0,
et les trajectoires a3 = 0 qui en divergent. Les autres trajectoires sont
les courbes z3 = K:L"l_ﬁ/a pour toutes les valeurs de K. 15)L’origine

des petits vecteurs dz(t) et da’'(t) peut étre choisie en 0. Ces vecteurs
s'étirent pour devenir paralléles & eV). 16)dz(t)/6b = etelt) + e Bl et

1
0z(t) /b = etelt) —e=Bte) Donc ||6z(t)| = |02/ ()| = b (e2at + e—%t) °

On en tire 4|dz(/(0)/0b = 3(2a — 26)(2)_% = (a — B)/+/2, conformément &
ce qui a déja été trouvé. Dans le cas a = [, la pente a ¢ = 0 est nulle et
la fonction ||dz(t)|| = 0b[2ch (2 t)]% est croissante. 17)Comme dz - d2’ =
|9]| ||62'|| cos B, on a cos§ = (22 — e7264) /(29 4 e7264) = th [(a+ B)t]. On
a bien £0(0) = —(a+ 3), en accord avec ce qui a déja été établi. 18)Comme
la déformation inverse A(z,t) s’exprime a; = z1e”*, ay = z9¢ * et a3 =
r3et ona Q= {z € IR? tel que z3 > 0 et e~ 2% (27 + 23) + 2723 < I?}. Le
domaine Q(t), qui a initialement la forme d’une demi-sphere, prend la forme
d’un demi-ellipsoide d’axes [ e® dans les directions z; et o et le Pt dans la
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direction x3. 19)Seules les composantes C1; = Oy = e et C33 = e~ Pt sont
non nulles. 20)En posant da = §z(0) et da’ = d2/(0), on a ||dz(t)||/||d=(0)| =

1
|52/ ()1/82'(O)] = (‘8aCa)? /|dal| = (2 + )" V2, ce qui est con-
forme aux expressions des normes deja trouvées.

Fluide incompressible

21)On abiendivU = x = 2a—F = 0. On adonc p(z,t) = pg. 22)Outre cette
relation, les équations de Navier-Stokes incompressibles s’écrivent pO%Q =

—grad p + f + pp,AU. Comme %—% =0, f =0e AU = 0, il reste
poU - grad U = —grad p. Ceci s’écrit ;—i = —poa’zy, ;—gf; = —poolzy et
g—% = —poF*x3. Dot p = py — %poaz(x% + x3) — %poﬂzxg en utilisant le

fait que p(0,t) = po. 23)On en déduit pP(a,t) = py — spoa?e®*(a? +
a3) — % poB%e~?Pta3. 24)Si le fluide est parfait le tenseur des contraintes est

g = —pl. La résultante des forces extérieures de contact sur X(t) est IF(t) =
[y gndS = = [fy p(~e®) dS = pomi2ete® — 2 [P Logar dr @),
ce qui entraine IF(t) = ml?e%t (po — %p0a2l262°‘t). 25)Dans le cas visqueux,
on a g = —pl+2u,D. Seules les composantes 011 = g2 = —p + 2upa et
033 = —p+2,u;6 sont non nulles. 26)On déduit facilement des deux questions
précédentes que IF(t) = et (po — 20 B — %p0a2l2e2at).

Fluide compressible

27)D’apreés le résultat p = poe Xt avec x = 20 — 3 = —3, on a p = pye’t.
28)D’apres la loi d’état on a donc p(t) = p(R/M)T = po(R/M)TpePt = poe’!
avec pg = po(R/M)Tp. 29)Comme ¢ = —pl — 2p,div UL + 2u,D,
seules les composantes 011 = 092 = —p(t) + %ﬂun et o33 = —p(t) — %ﬂ,un
sont non nulles. On en déduit ¢ : D = o33D33 = fp(t) + %ﬁ%un
et donc mi(t) = —Bpoe’t — %52,un. 30)L’équation de conservation de
Pénergie C’Uccll—:f =1+ kAT 4+ g : D devient 7(t) = —g : D = miu(t) =
—Bpoelt — %52,un. L’équation de conservation de la quantité de mouve-

ment pcil—% = —grad p + f + (An + p)grad div U + p, AU devient f(t) =

pU -grad U = poﬂzxgeﬁtg(?’). 31)Comme Q = —k grad T = 0, on a
Pine[Q®)] = [[for d®z = r(t)V(t) avec V(t) = V(0)e P et V(0) = %ﬂl?’.
Donc Pune[Q(t)] = —Z 133 (po + %[Mne_ﬁt). 32)On en déduit la chaleur

fournie Q(t.) = J* PineQUt)]dt = 33 {—pot* + 2 iin (e‘ﬁt* - 1)} 33)On
a Poxt(Q) = extcont(Q) + Pextvol(Q) avec Poxtcont(Q) = ﬁ‘ag(g @) U et
Pextvol(2) = [o f - U d3z. Comme divg = 0, on a Pexivol(2) = [lo o :

D dx = %”135 (po + %[Mne_ﬁt). En utilisant les expressions de f et U, on

obtient Peyivol (Q) = po 5 P I 23 d®z. Comme le fluide est incompress-
ible, on a J(a,t) = 1 ce qui permet d’effectuer le changement de variable

Iy 25 &Pz = [, o e 2Pt PBa = e_%tfé fog (r? sin?0)(27r cos )rdf dr =
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520 Dol Pexy(Q) = 2134 (po + gﬁune—ﬁt) + 2215 po 3PPt 34)Le
travail fourni est W(t,) = 2?”136 [—pot* + (%,un — %12 00 6) (e‘ﬁt* — 1)} en
utilisant W (t.) = [3* Pext[2(t)]dt. 35)L’équation de bilan de I’énergie in-
terne %&m = Pihe — Pint s'écrit ici Pype — Ping = 0. La chaleur fournie Q(¢.)
est donc égale au travail des efforts intérieurs.

Solide élastique

36)Le champ de déplacement est & = aj (€7 — 1), & = az(e*™ —1) et

& = ag (e‘ﬁ T — 1). Le gradient du champ de déplacement H est tel que
Hll = H22 = (e‘” - 1) = aT + 0(0427'2), H33 = (6_67— - 1) = —ﬁT +
O(B%72), et H;;j = 0 sinon. La norme de H est donc partout petite devant 1 :
on est dans le cadre d’une petite déformation. 37)Le tenseur des contraintes
g(a) est obtenu en appliquant la loi de Hooke en remarquant que ¢ = H.
On obtient alors 11 = 092 = 2(A + p)e®” + Xe ™7 — (3\ + 2pu), o33 =
20e27 + (A +2u)e AT — (3A+2u) et 0;; = 0 sinon. 38)L’accélération est nulle
car le solide est a I’équilibre. L’équation de conservation de la quantité de
mouvement s’écrit donc 0 = div g(a)+ f(a). Comme g(a) ne dépend pas de a,
sa divergence est nulle. On en déduit que f(a) = 0. 39)La densité surfacique
des forces de contact exercées sur la face ag = 0 est F . (a) = —033 e® on 033
est la constante explicitée ci-dessus. Pour le calcul de la résultante, on peut
considérer que ’on est dans le cadre des petits déplacements dans la mesure o
II€]| /1 < 1, et donc supposer que laire de cette face est peu différente de 1'aire
du disque az = 0 de €, c’est-a-dire 47(? (sinon, il faudrait multiplier cette aire
par €?*7 qui est proche de 1). La résultante des forces de contact exercée sur
ce disque est donc FH5Me = _712554¢03), 40)Comme div g = 0, la résultante
des forces de contact exercée sur la frontiere du solide est nulle. On a donc
Jpdemi—sph — _ ppdisque 7Tl20'33§(3). 41)L’équation de conservation de la
quantité de mouvement (équation de Lamé) s’écrit poI'(a,t) = div g(a,t) +
f(a,t), on Iaccélération I'(a,t) a pour composantes I'y = a?aye®?, I'y =

a?ase®t et I's = B2 as e Bt Comme précédemment, on a div g = 0. On en
déduit que f(a,t) = —poL'(a,t) 42)Dans le cas f = —a, le champ de force est

fla,t) = —poa?e*t a. Les lignes de champs sont des droites passant toutes

par 0. Les vecteurs pointent vers 0 et leur intensité est proportionnelle a la
distance au centre.

EXAMEN 1999

Les questions 1 a 13, 21 a 26 et 30 a 37 ont déja été posées lors du partiel.
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PROBLEME 9.37| Tourbillon dans une boite

Mouvement dans les coins

On considére un mouvement dont la représentation eulérienne U(z,t) du
champ de vitesse est définie par les relations Uy = —fx1, Uy = 0 et Us = (xs.
On suppose que § est une constante positive.

1) Calculer la représentation eulérienne Cg—%(g, t) du champ d’accélération.

2) Montrer que ’écoulement est isochore (volumes constants au cours du
temps).

3) Calculer le tenseur des déformations D(z,t) associé a ce mouvement.

4) Calculer le vecteur rotation w(z,t) associé & ce mouvement.

5) Vérifier la relation % U = %Q + %g@d U? + 1ot UAU sur I’exemple de
ce mouvement.

6) Calculer la représentation lagrangienne de ce mouvement sous la forme
de la famille des déformations z = X(a,t) en choissant la convention
a= X(a,0).

7) On suppose qu’a ¢t = 0 les particules sont contenues dans le domaine
Qo = {a € R%a; > 0 et ag > 0}. Décrire le domaine Q(t) occupé par
ces particules a 'instant ¢.

8) Dessiner les trajectoires dans l'intersection du domaine €(t) avec le plan
Tro = 0.

9) Déterminer et dessiner les lignes de champs du champ de vitesse U(z, t)
dans le plan z9 = 0.

10) Donner 'expression de la représentation lagrangienne U (a,t) du champ
de vitesse.

11) En déduire la représentation lagrangienne & (a,t) du champ d’accéléra-
tion. Comparer avec la représentation eulérienne I'(z,t) de 'accélération
calculée aux questions précédentes.

12) Si pg est la densité de ce fluide a 'instant ¢t = 0, calculer la densité p(z, t)
aux instants ultérieurs.

13) Dessiner les lignes de champs du champ d’accélération I'(z,t).

On suppose que ce mouvement est celui d’un fluide newtonien caractérisé par
la viscosité dynamique u,. On suppose que les forces extérieures de volume
f(z,t) sont nulles.

14) Ecrire I’équation de conservation de la quantité de mouvement en utilisant
I’expression connue du champ de vitesse et en introduisant le champ de
pression p(z,t) pour 'instant inconnu.

15) On suppose que la pression p(0,t) = pgy est connue. En déduire le champ
de pression p(z,t).

16) Dessiner les isobares (iso-pression) dans le plan x9 = 0. Indiquer par la
lettre A le maximum du champ de pression.

17) Donner 'expression du tenseur des contraintes dans tout le fluide.
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18) Calculer les forces de contact exercées par le fluide sur les frontieres du
domaine 2.

19) Effectuer I’application numérique pour les valeurs 8 = 1571, pg = 10° Pa,
pn =103 kg m™ s7! et pg = 10% kg m™3. Commenter le rapport entre
les forces visqueuses et les forces de pression.

20) Dessiner une trajectoire disjointe de la frontiere du domaine €. Tracer
quelques vecteurs accélération le long de cette trajectoire. Indiquer le
sens de variation de la pression en suivant cette trajectoire. Comparer-le
avec le signe ’accélération tangentielle.

Mouvement au centre

On considére un mouvement dont la représentation eulérienne U(z,t) du
champ de vitesse est définie par les relations Uy = —fz3, Uy = 0 et Us = (1.
On suppose que [ est une constante positive.

21
22
23
24

Calculer le champ d’accélération I'(z, ).
Calculer le tenseur des déformations D(z,1).
Calculer le vecteur rotation w(z,t).

Vérifier la relation %Q = %Q + %g@d U? + rot U AU sur 'exemple de
ce mouvement.

~— — — ~—

25) Si pg est la densité de ce fluide a I'instant ¢ = 0, calculer la densité p(z, t)
aux instants ultérieurs.

26) Dessiner les trajectoires du mouvement et les lignes de champ du champ
de vitesse dans le plan xo = 0. le long de cette trajectoire.

On suppose que ce mouvement est celui d’un fluide newtonien caractéristé par
la viscosité dynamique p,. On suppose que les forces extérieures de volume
f(z,t) sont nulles.

27) Calculer le champ de pression p(z,t) en sachant que p(0,t) = py.

28) Dessiner les isobares (iso-pression) dans le plan zo = 0. Indiquer par la
lettre D le minimum du champ de pression.

29) Dessiner une trajectoire ne passant pas par le point 0. Tracer quelques
vecteurs accélération le long de cette trajectoire. Indiquer comment varie
la pression en suivant cette trajectoire. Comparer-le avec la valeur 'ac-
célération tangentielle.

Mouvement dans toute la boite

On considére un mouvement dont la représentation eulérienne U(z,t) du
champ de vitesse est définie par les relations

U, = —%cos(kml) sin(kxs)

U, = 0
Us = gsin(k‘azl) cos(kxs3) (9.27)
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ou (3 et k sont des constantes positives.

30) Si pg est la densité de ce fluide & l'instant ¢ = 0, calculer la densité p(z,t)
aux instants ultérieurs.

31) Montrer qu'’il existe un fonction de courant () telle que U; = —g—i) et

Us = a . Déterminer cette fonction de courant.

32) Montrer que la valeur de la fonction de courant est constante le long des
trajectoires.

33) On suppose qu’a l'instant ¢t = 0 les particules sont situées dans le domaine
Qo = {a € R%|ay| < let |ag| <1} avec | = . Calculer Q(t) aux instants
ultérieurs.

34) Indiquer les points du domaine dont la vitesse est nulle et déterminer les
trajectoires des particules situées sur la frontiere de Q(t).

35) En effectuant un développement limité de (x) au voisinage de z = 0,
dessiner les trajectoires au voisinage de ce point.

36) En effectuant un développement limité de ¢ (z) au voisinage de
(—1,0,—1) dessiner les trajectoires au voisinage de ce point.

I8
I

37) En déduire lallure des trajectoires dans tout le domaine ().

On suppose que ce mouvement est celui d’'un fluide parfait. On suppose que
les forces extérieures de volume f(z,t) sont nulles.

38) Calculer le champ de pression p(z,t) en sachant que p(0,t) = py.

39) Tracer les isobares dans le plan x2 = 0 en indiquant par la lettre D le
minimum et par la lettre A les maxima.

40) Commenter la relation entre les trois écoulements fluides étudiés dans ce
probleme.

Corrigé page 85

Corrigé| Tourbillon dans une boite

Mouvement dans les coins

dU1 oUy 2 dUs __
1)Les composantes de l'accéleration sont =Uigsr = = [*my, S = 0et

dd(é" Us gg: = 32 3. 2)Le mouvement est 1soch0re car divU = g[gﬁ + g—gg =
0. 3)Seules les composantes D11 = —f et D33 = (3 sont non nulles. 4)Comme

K=DonaQ=0douw=0. 5)%@2 %g@dgz = % [6%1 (3223 + B2a3),
0, 6%3 (8?23 +52x3)} = (B%21,0,3%x3). 6)Les trajectoires sont solutions
du systéme d’équations différentielles ordinaires £x(t) = Ulz(t)] qui s'écrit
d““ = —fx1, G dﬂ =0et d“ = [x3 dont les solutions sont x1(t) = ay exp(—[t),
a:g(t) = ag et (L’g(t) = a3 exp(ﬂt) en tenant compte des conditions initiales
2(0) = a. La famille des déformations X (a,t) vérifie donc X; = aq exp(—pt),
X9 = ag et X3 = agexp(ft). T)Les plans 21 = 0 et 3 = 0 contiennent les tra-
jectoires issues des plans a; = 0 et ag = 0 qui constituent la frontiere 0€2y. Par
conséquent Q(t) = Qg pour tous temps. On remarque aussi que U -n = 0 sur
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la frontiere. 8)Les trajectoires forment une famille d’hyperboles d’équations
x1x3 = ajas dans les plans (z1,x3). 9)Les lignes de champs de U sont con-
fondues avec les trajectoires puisque le mouvement est permanent (% U =0).
10)La représentation lagrangienne U (a, t) s’écrit Ul(L) = —fay exp(—pft),
U(L) = 0 et U(L) = fasexp(ft). 11)La représentation lagrangienne
E(L)(Q,t) = %Q( )(a,t) s'écrit FgL) = 3%a; exp(—ft), F(L 0 et FgL) =
—2azexp(Bt). On retrouve bien I'(z,t) = L) [A(z, t),t] = (61,0, B2x3).
12)D’aprés la loi de conservation de la masse d £+ pdivU =0 et divU = 0,
on a E = 0 et donc 3 90 (a,t) = 0. Donc p(L)(a t) = p(a,0) = po.
D ou p(z,t) = pp. On peut aussi invoquer la loi de conservation de la masse

L)(a,t)J(a,t) = po en représentation lagrangienne et utiliser le fait que
J(g, t) = 1. 13)Les lignes de champs de I'(z,t) = $%(x1,0,73) forment
une famille des droites concentriques de centre O dans les plans (x,z3).
14)py LU = f+dive = f —grad p + (A, + pn)erad (div U) + p, AU.
Comme div U = 0 et f = 0, il reste po dtU = —grad p + p, AU (Navier-
Stokes incompressible). On remarque ensuite que AU = 0. D’ou les trois
équations pg 3% x1 = gfl, 0= ng po By = %. 15)On en déduit
p(z,t) = po — 3po B (22 + 23). 16)Les isobares sont des cercles de cen-
tre O. 17)Le tenseur des contraintes g = —pl + 2, D est diagonal avec
Dy = —p —2unB, D33 = —p + 2u, 3 et Dyy = —p. 18)La force surfacique
exercée par la frontitre z; = 0, de normale n = —e®), sur le fluide est
on. La force surfacique exercée par le fluide sur cette frontiere est donc
Popposée c'est a dire F() = —g(—e®) = (—p — 2u,8)e™M). La force sur-
facique exercée par le fluide sur la frontiere z3 = 0, de normale n = —e®,
est FO® = —g(—e®) = (—=p + 2unf)e®. 19)Comme py = 10° Pa et
2413 = 21072 Pa, on a 2, 3 << po. Les forces visqueuses sont négligeables
devant les forces de pression pour le calcul des forces surfacique exercées sur
les frontieres. 20)Le long d’une trajectoire ayant la forme d’une hyperbole,
laccélération tangentielle est négative avant de couper la premiere bissec-
trice, positive apres. L’accélération normale est maximale lorsque la trajec-
toire coupe la premiere bissectrice. Ce point correspond aussi & un maximum
de pression, croissante (décroissante) lorsque l'accélération tangentielle est
négative (positive).

Mouvement au centre

21)Les composantes de laccéleration I’ sont % =Us; gg; = 2, dé{f =0
et % =U; ggf = —(3%23. 22)Seules les composantes K31 = 3 et K13 = —3

du gradient K = grad U sont non nulles. Comme K est antisymétrique,
D = 0. 23)On a donc Q = K. En appliquant la relation Q3 + ws = 0 on
voit que wy = —3 et donc w = —3e?. On en tire rot U = 2w = —28e?.
24) U = jerad U? +rot UAU = (8%21,0,8%23) — (26%21,0,25%23) =
(—B?21,0,—B%23). On retrouve bien I'expression de I'. 25)Comme div U = 0
on a p(z,t) = pp. Le mouvement est isochore. 26)Les trajectoires et les
lignes de champs de U sont des cercles concentriques de centre O dans le plan
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Figure 9.8: Trajectoires (—) et isobares (- - -)

(z1,23). 27)On a pg $U = —grad p + p, AU (Navier-Stokes incompressible).
On remarque ensuite que AU = 0. D’ot1 les trois équations —pg 5% 21 = — 2
0= —g—&, —po B2 3 = —g—;;. Dot p(z,t) = po + 3poB%(2? + 23). 28)Les
isobares sont des cercles de centre O. 29)Les particules décrivent des cercles
avec une accélération tangentielle nulle. La pression est constante le long
d’une trajectoire.

Mouvement dans toute la boite

30)Comme div U = %—F‘g—%” = (Bsin(kzy) sin(kxs) — G sin(kz ) sin(kzs) = 0,

01
on a p(z,t) = po. 31)La fonction ¢(z) = —(8/k?) cos(kxy) cos(kxs) vérifie
bien U; = —% et Uz = g—fl. 32)La fonction f(t) = ¢[z(t)] lorsque z(t)

est une trajectoire (4z = U) est telle que f(t) = g—flUl + g—;ﬁUQ + g—i’Ug =
g—i (—g—;@) + g—;@ (g—;ﬁ) = 0. Donc f, c’est-a-dire 1 est constant le long d’une
trajectoire. 33)Comme t(z) = 0 sur toute la frontiere 08, cette frontiere
est constituée de trajectoires. On en déduit que (t) = Qg pour tous temps.
34)Pour x; = +l on a Uy = 0 et Us = £(B/k)cos(kxs). Pour zg = =+l
on a Uy = F(B/k)cos(kx1) et Us = 0. Ceci détermine les trajectoires aux
frontieres en y incluant les quatre coins A, Ao, A3 et A4 du carré dans le
plan (z1,z3) pour lesquels la vitesse est nulle (il y a donc huit trajectoires au
total : 4 points et 4 segments de droites). 35)Au voisinage de 0 on a (z) =
—(B/k%) + (B8/2) (22 +23) + O(||z||?). Les trajectoires vérifient (z) = cste et
sont alors des cercles pour ||z|| petit. 36)Au voisinage de B(—,0, —I) on pose
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11 = —l+y; et 13 = —I+y3 ce qui permet d’écrire ¥(z) = —(B/k?) cos(—7/2+
ky1) cos(—m/2 + ky2) = —By1y2 + O(||y||?). Les trajectoires vérifient 1 (z) =
cste et sont alors des hyperboles pour ly|| petit. 37)Par symétrie, les tra-
jectoires autour des trois autres coins sont des hyperboles. En connectant
les cercles du centre de la boite aux hyperboles des quatre coins, les trajec-
toires décrivent un tourbillon. 38)Comme le fluide est parfait et incompress-

ible, on a pg th = —grad p (Euler incompressible) D’ou les trois équations
Po (Ul gUl +Us 8U1) = 8:(:1 0= _W et po (UlgU3 +Us ggﬁ) = am Le
calcul conduit & —3poB3sin(2kz;) = —887 et —1poBsin(2kz3) = 3. D’ou

p(z,t) = po— 1(poB/k) [cos(2kz1) + cos(2kx3) — 2] —2. 39)Les quatre droites
r1+x3 = I sont des isobares qui forment un carrée inscrit a 45° dans la boite.
La dépression (D) du centre de la boite est entourée d’isobares allant des cer-
cles de son voisinage a ce carré inscrit. Les anticyclones (A) des quatre coins
sont entourés d’isobares allant des cercles de leurs voisinages aux segments de
ce carré inscrit. 40)Les deux premiers mouvements sont les approximations
du dernier autour du coin A; (et donc des quatre coins par symétrie) et du
centre D.

EXAMEN 1998

L’ezamen 1998 était constitué du probleme “Cylindre fluide dans un solide”.

PROBLEME 9.38| Cylindre fluide dans un solide

On note {Q(l), g(z),g(?’)} le repere orthonormé canonique de IR?. On considere
un milieu continu élastique dont 1’état naturel (en l’absence de toute con-
traintes) est contenu dans le domaine Qy = {a € IR?;|a1| < Iy, ]az| < g, |ag| <
Is}. On suppose que I3 < ly < I3 et on utilisera les valeurs I; = 10 cm,
lo = 20 cm et I3 = 30 cm pour les applications numériques. On note S; la
face de normale ¢ pour i = 1,2, 3.

La densité du milieu dans son état naturel est pg = 10% kg/m3. On sup-
pose que le comportement élastique de ce milieu obéit a la loi de Hooke
avec £ = 0.28 10° Pa pour le module de Young et v = 0.4 pour le coeffi-
cient de Poisson. On se place donc dans le cadre de I’élasticité linéaire et on
suppose que 'hypothese des petites déformations et des petits déplacements
est vérifiée. On pourra ainsi confondre les représentations lagrangiennes et
eulériennes des champs ainsi que le domaine €2y et son déformé €.

On rappelle que les coefficients de Lamé vérifient E = pu(3X 4+ 2u) /(A + p) et
v=MA[2A+p)]. Onaaussi A =vE/[(1+v)(1—-2v)] et u=E/[2(1 +v)].

Encastrement sur les arétes

On applique & ce milieu des efforts extérieurs caractérisés par une densité volu-
mique de forces f(z) d’une part et une densité surfacique de forces de contact
Fooni(z) sur la frontiere 02 d’autre part. On ne s’intéresse ici qu’aux états



EXAMEN 1998, MMC, O. Thual, December 17, 2006 89

d’équilibre, ce qui implique que le champ de vitesse est nul. La réponse du mi-
lieu élastique a ces contraintes est caractérisée par un champ de déplacement

£(a) = —v (a} — 12)e® + v (a3 — 13)e® (9.28)

ou v est un constante telle que le 7 = 2 v [; est un nombre trés petit devant
1(n<<1).
1) Donner la dimension (unités) de . Calculer  sachant que n = 2 1072.
2) Calculer le champ de déplacement sur chacune des faces du par-
allélépipede.
3) Représenter graphiquement les déplacements sur les faces Sp et So.
4) Tracer le lieu des points de la face S3 dont le déplacement est nul. Indiquer
les régions ou &3 est positif.
5) Donner la valeur numérique des coefficients de Lamé X et p.

6) Calculer le tenseur des petites déformations €(a) et interpréter brievement
ses composantes.
7) Donner 'expression des composantes du tenseur des contraintes o(a).
8) En déduire la densité volumique des forces extérieures de volume f(a).
9) Calculer la densité surfacique des forces de contact sur chacune des faces
du parallélépipede.
10) Représenter sur le graphique précédent les forces de contact sur les faces
S et So.
11) Tracer sur la face S3 les lignes de champs du champ de forces de contact,
qui passent par le centre de cette face.

12) On note S;f I'intersection de S3 avec les demi-espaces a1 > 0 et ag > 0.
Donner la valeur numérique des résultantes IF'y, IFy et IF3 des forces de
contacts sur les faces ou quart de faces Si, S et S;f .

13) Calculer la résultante des forces de contacts exercées sur la frontiere de
Qp.

14) Donner la valeur numérique des moments en 0 des forces de contacts sur
les faces ou quart de faces S, So et Sgr .

15) Calculer le moment en 0 des forces de contacts exercées sur la frontiere

de Q.
Inclusion fluide
On considere le sous-domaine cylindrique (r < ;) défini par
Do = {a € IR*;|a1| < 7,03 +af =r?}. (9.29)

On suppose que le cylindre Dy est rempli par un fluide newtonien incom-
pressible de méme densité pg que le milieu élastique. Ce fluide est caractérisé
par la viscosité cinématique s, = 1072 kg m~! s7! et ’hypothese de Stokes
An = —24y,/3. On suppose que ce fluide est animé d’une vitesse

Uz, t) = —B(af — 1D)e® + B(a3 — 13)e® (9.30)
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avec 3 =510"2 m~! s7!. Ce mouvement défini I’évolution du sous-domaine
D(t) issu du cylindre Dy = D(0).

On suppose que le champ de déplacement du milieu élastique, occupant
lextérieur de D(t), est maintenant donné par I’expression

E(at) = aa— ¢ t(af — df) €®) + ¢ t(a3 — d3) ¥ (9.31)

avec a = —1072, ¢ = (1 +a)?, d; = l1 /(1 + ) et do = l5/(1 + a).

16) Calculer la représentation eulérienne du champ de vitesse dans le milieu
élastique. En déduire la compatibilité géométrique des mouvements du
milieu élastique et du fluide.

Dans tout ce qui suit, on suppose que t reste suffisament petit pour que
I’hypothése des petites déformations et des petits déplacements reste valide.

17) En invoquant la loi de conservation de la quantité de mouvement, calculer
les forces extérieures de volume f exercées sur le milieu élastique étant
donné ce nouveau champ de déplacement.

18) On suppose que les forces extérieures de volume f exercées sur le fluide
sont nulles. En invoquant la loi de conservation de la quantité de mou-
vement, montrer que le champ de pression p du fluide est homogene en
espace.

19) Déterminer la résultante des forces de contacts exercées par le milieu
élastique sur le fluide.

20) Déterminer la résultante des forces de contacts exercées par le fluide sur
le milieu élastique.

21) Sous I'hypothese des petits déplacements et des petites déformations,
montrer que les champs de contraintes du fluide et du milieu élastique ne
sont pas compatibles, sauf pour un instant particulier ¢, dont on donnera
la valeur numérique.

22) Calculer dans ce cas la valeur numérique de la pression p,.

23) Reprendre les questions précédente dans le cas ou 'inclusion fluide est un
sous-domaine Dy quelconque.

Corrigé page 90

Corrigé| Cylindre fluide dans un solide

Encastrement sur les arétes

1) v =n/(2l1) =10t m~!. 2) Le déplacement est caractérisé par {3 = y(a%—

12) sur Sy, par & = —y(a? —1?) sur Sy et &3 = y(a3 — a?) — y(13 — 2) sur Ss.
Pour les trois autres faces on remarque que les déplacements sont identiques
sur deux faces opposées. 3) Le profil de déplacement est parabolique sur les
faces S7 et Sy en s’annulant sur les arétes. Le déplacement est “vers le haut”
(3 > 0) pour Sy et “vers le bas” pour Si. 4) Le déplacement est nul le long
de deux paraboles reliant les coins de la face S3 d’un méme petit co6té et positif
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sur ces petits cotés. 5) Ona A =4 108 Pa et u = 108 Pa. 6) Seuls €13 = €31 =
—va1 et €93 = €39 = yao sont non nuls. L’allongement relatif est nul dans les
trois directions de la base canonique. Les taux de glissement des couples de
direction de base sont 13 = —2va1, 723 = —27vaz et y12 = 0. Par exemple ¢
est nul sur la droite Oas. 7) Seuls 013 = 031 = —2pya; et 093 = o33 = 2uyas
sont non nuls. 8) Le milieu étant & 1’équilibre, 1’équation de Lamé ou plutot
léquation de Lamé-Clapeyron s’écrit f(a) + div g(a) = 0. Comme divg =0
on a f = 0. 9) La densité surfacique de forces de contact est Fooni(a) =
—2ufyl1§(3) = —2¢3)10% Pa sur la face S1, Feont(a) = 2u712§(3) = 4¢3)10° Pa
sur la face Sy et Foo(a) = —2pyare™ +2uyage® sur la face Sz. Ces vecteurs
sont identiques sur les faces opposées respectives. 10) La densité de force est
constante et dirigée “vers le haut” sur Sy et “vers le bas” sur S; avec une
intensité réduite d’'un facteur I/l = 1/2 pour S; par rapport a Sy. 11) Les
droites Oay et Oas sont des lignes de champ du champ de forces de contacts
appliquées a la face S3. 12) On a IF, = —IF} = 2u7l112l3§(3) =12¢3)104 N et
]Fgr = —u’yl%lgg(l)—i—u’ylll%g(z) = (—2§(1)+4§(2))104 N. 13) Comme div g = 0,
la résultante des forces de contact exercées sur 0§}y est nulle. 14) Pour les
moments on a M; = 2/1/}’[%1213§(2) = 12§(2)1O3 Nm, M, = 2,wylll§lgg(1) =
24eM 103 Nm et M?{ = —,Lwlllglg(lgg(l) + 11§(2)) = —(2§(1) +§(2))104 Nm.
15) Comme divg = 0 et g symétrique, le moment des forces de contact
exercées sur 0€)y est nulle.

Inclusion fluide

16) Le champ de déplacement dans le milieu élastique est associé & un
champ de vitesse dont la représentation lagrangienne est UX) (a,t) = —¢p(a2—
d3)e® 4 ¢(a3 — d3)e®. La représentation eulérienne de ce champ de vitesse
s’obtient en calculant la déformation inverse de la déformation X(a,t) =
a+¢(a,t) = [(1+ &)ar, (1 + @)ag, (1 + a)ag — ¢pt(af — di) + ¢t(a3 — d3)] qui
s'écrit A(z,t) = [H%xl, H%:Eg, H_%[:Eg%—@t(mglﬂ%—d%)—Qﬁ(mg:E%—d%)].

On a donc U(z,t) = —¢ (ﬁ;aﬁ - d%) e® + o (mg'f% - d%) e® ce qui
s'écrit encore U(z,t) = —fB(z3 — 13)e® + B(x3 — 13)e®. On vérifie ainsi
la continuité du champ de vitesse. 17) Les composantes non nulles du
tenseur des petites déformations g(g, t) sont €17 = € = €33 = « pour
les composantes diagonales et €13 = €31 = —¢ta; et e€a3 = €30 = Ptasg.

On en déduit que les composantes non nulles de g(a,t) en confondant les
représentations lagrangiennes et eulériennes du tenseur des contraintes qui
sont donc 017 = 092 = 033 = (3\ + 2u)a pour les componsantes diago-
nales et 013 = 031 = —2udta; et g93 = o302 = 2udtas. Ce tenseur vérifie
div g = 0. D’autre part 'expression du champ de déplacement entraine que
p00%¢/0t? = 0. Par conséquent, 1’équation de Lamé entraine f=0.18) Le

tenseur des taux de déformation Q(g, t) est tel que seuls Dis = Doy = — (11
et Dy3 = D31 = [Bzo sont non nuls. Le tenseur des contrainte est donc égale
ag=—pl+2u, D. Donc 011 = 092 = 033 = —p, 012 = 021 = —2uy [y

et 013 = 031 = 2uy Bro. Sa divergence est alors div g = —grad p. Comme
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I'accélération est nulle et f = 0 I’équation de conservation de la quantité de
mouvement entraine que grad p = 0. On en déduit que la pression est un
scalaire p(t) indépendant de z. 19) La résultante des forces de contact ex-
ercées par l'extérieur de 0Dy s'écrit Foony (Do) = [op, gndS = 0. Comme
div g = 0 cette résultante est nulle. 20) Méme réponse pour l'intérieur de
09 : la résultante est nulle. 21) Les champs de contraintes sont compatibles
Sl O fluide = CelastiqueTt POUT tous les points de la frontiere 0€)y. Cette condi-
tion entraine que (3\+2u)a = —p et py f = udt,. Le seul temps pour lequel
'égalité est vérifiée est donc t, = (un /1)(B/@) = pn /[p(1 + )] = 107 s,
22) La pression vaut alors p, = —(3\ + 2u)a = 14 10° Pa. 23) Les résultats
précédents sont indépendants de la forme de Dy.

EXAMEN 1997

L’examen 1997 était consitué du probleme “Ecoulement de Couette cylin-
drique” cong¢u par Dominique Marro.

PROBLEME 9.39| Ecoulement de Couette cylindrique

On rapelle tout d’abord quelques résultats de calcul différentiel en coor-
données cylindriques. Etant donné un champ scalaire b(r,6,z), les com-

posantes de son gradient en coordonnées cylindriques sont grad b = % e, +

% % ep + % e,. Etant donné un champ de vecteurs U(r,0,2) = U, e, +

Ug eg + U, e,, les composantes en coordonnées cylindriques de son gradient

sont oU, 1 (90U, dU,
arr T ( 8€T - U9 ) dzr
= | 9Us 1 (09U aUp .
grad U or r ( a0 + UT’) dz ’ (9 32)
U, 1 0U; du,
or r 00 dz

La divergence de U est obtenue en prenant la trace du tenseur gradient.
On rappelle que le laplacien d’un champ b s’exprime sous la forme Ab =
div grad b.

Etant donné un champ de tenseurs symétriques d’ordre deux A(z), les com-
posantes en coordonnées cylindriques de sa divergence B = div A s’écrivent

aArr 1 aArG dArz Arr - AG@

or r 00 dz T
0A¢ 10Agg dAg, 2 Ao
By = or r 00 dz + T
0A,, 10A, dA,, A,
B, = o=y + = (9.33)

or r 00 dz r

Etude de I’écoulement

On considere deux cylindres circulaires infiniment longs, coaxiaux, de rayons
respectifs Ry et Ry > R;. L’espace annulaire est rempli d’un fluide pesant
et newtonien incompressible de masse volumique p. L’axe Oz des cylindres
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est vertical. Le mouvement du fluide ne résulte que de la rotation uniforme
de chacun des cylindres : wy pour le cylindre intérieur et wy pour le cylindre
extérieur. Le mouvement est supposé permanent (% = 0) et de révolution
(% = 0). De plus, on suppose que U,(r,z) = 0. On peut montrer (T.D.
de Mécanique des Fluides) que I’écoulement a pour solution : U, = U, = 0
et Uy = ér + % et p(r,z) = po—p g 2 —I—p(%—I—ABlnr—%) avec

R3 R R} R3
A =2 (wy o w1 e ) et B = (w1 — w9)=3—%. La constante de
L, 2 271
gravité est notée g.

2 2 .
R2_R1

1) Expliciter les équations du mouvement en coordonnées cylindriques ainsi
que les conditions aux limites correspondant & cet écoulement.

2) Vérifier que la solution correspond bien au probleme posé en détaillant
les calculs.

3) Décrire ’ensemble des trajectoires z(t) = X (a,t) et calculer 'accélération
I'(a,t) en coordonnées cylindriques.

4) Calculer les tenseurs des taux de déformation et de rotation D et Q en
tout point (r, 0, z). Que se passe-t-il si w; = wy ? Expliquer.

5) Interpréter les composantes de D (pour wy # ws). Faire un dessin expli-
catif.

Etude des contraintes

On considere le sous-domaine D constitué d’une portion de fluide comprise
entre deux plans horizontaux distants d’une longueur verticale L.

6) Montrer que la pression p(r, z) est une fonction croissante de r pour z
fixé.

7) Calculer le tenseur des contraintes visqueuses 7 défini par ¢ = —p L+ 1.

8) Calculer la résultante et le moment M, (D) en 0O des forces extérieures
exercées sur le domaine fluide D par le cylindre intérieur. Méme question
pour le cylindre extérieur. Que se passe-t-il si w1 = wy 7

9) Calculer la puissance P1(D) des efforts extérieurs exercés sur D par le
cylindre intérieur. Méme question pour le cylindre extérieur.

10) Calculer les forces de contact T'(z,n) exercées sur une section z = cons-
tante orientée vers le haut puis vers le bas. En déduire que la puissance
des forces extérieures exercées sur D est Pexi (D) = P1(D) +P2(D). Com-
menter le signe de cette puissance. Que se passe-t-il si w; = w9 ?

Etude thermodynamique

On suppose que les parois des cylindres sont adiabatiques (pas de flux de
chaleur) et que la température est indépendante de z. A partir des résultats
des questions précédentes, indiquer le signe de % ou &yt est 'énergie interne

du cylindre par unité de longueur.

11) On suppose que e = C, T. Que peut-on dire de I’évolution de la
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température moyenne du cylindre au cours du temps 7 Que se passe-
t-il si W1 = W2 ?

On suppose que l'on utilise ce systéme commme coupleur hydraulique sur un
treuil a moteur thermique. L’axe intérieur, de rayon Ry = 20 cm tourne est
entrainé par le moteur & la vitesse wq = 3000 tours/mn. Le tube cylindrique
de longueur L = 1 m est rempli d’une huile de viscosité p = .5 Pa. Cette huile
entraine le cylindre extérieur de rayon Ry = 30 cm a la vitesse angulaire ws.
Pour un régime donnée, on constate que le moteur exerce un couple M = 150
Nm.

12) Calculer ws.
13) Calculer P1(D) et P2(D). En déduire la valeur Pey; (D).
)

14) Définir un rendement caractéristique du systeme que ’on calculera. Com-
menter 'utilisation de ce principe dans les coupleurs hydrauliques exis-
tants.

Corrigé page 94

Corrigé Ecoulement de Couette cylindrique

Etude de I’écoulement

1) Il faut écrire les équations de Navier Stokes incompressibles en coordonnées
cylindriques a partir des informations fournies dans I’énoncé. L’équation de
conservation de la masse div U = 0 s’écrit en utilisant la relation div U =
tr (grad U). Le terme d’accélération de I’équation de conservation de la quan-
tité de mouvement s’exprime en utilisant 1’expression C;—% = %—% + (grad U)U.
Le terme le plus difficile a exprimer en coordonnées cylindriques est le terme
de dissipation u, AU. Une premiére méthode consiste a revenir a 1’expression
du tenseur des contraintes visqueuses 7(D) = A, tr (D)L + 24, D oit D est
la partie symétrique de grad U. Comme div U = 0, cette expression se réduit
ar(D) = 2uy, D. Le terme de dissipation étant égal a divr, on voit donc
que AU = 2div D dans le cas ou div U = 0. L’expansion de cette expres-
sion se simplifie alors en utilisant ’expansion des relations %(div U) =0,

%(div U)=0et %(div U) = 0. Les équations du mouvement sont donc

or "ree T ez T Y
oU, oU, UpoU, Uy? ou, 109p
o U Y e T TV T e T
E?U@ 8U9 U@ E?U@ UrUg 8U9 . 1 8])
o Urar T T U T e Tt
oU. U, UpdU. _ 9U, 1 dp

r z = T3 — nAZa
a Ve T e TV wos ItV
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avec AU = Ae, + Ageg + Aze,,

20Uy U,
Aro = AU= 5%~
20U, Uy
ANy = AUy 290 2
A, = AU,. (9.34)

Le Laplacien scalaire s’écrit

b 10%% 10b 0%

o 2o Trar T o2
Une autre maniere d’exprimer AU est de remarquer que AU = —rot rot U
dans le cas particulier div U = 0. L’expression en coordonnées cylindriques
du rotationnel s’obtient en calculant la partie antisymétrique de la matrice
gradient d’un champ de vecteur. Cette méthode est encore plus fastidieuse

que la premiere. Les conditions aux limites de I’écoulement sont U, = U, = 0,
Up = wiRy pour r = Ry et U, = U, =0, Uy = waRy pour r = Ry. 2) Les

Ab = divgrad b = (9.35)

s . . . _U92 _ 1 Bp

seuls termes des équations qui ne sont pas nuls vérifient = T g
2 ’ . .

0=u1v, (887%9 + iﬁalia — 7"_2) et 0 = p%% — g. On vérifie alors facilement

que ces équations ainsi que les conditions aux limites sont satisfaites par
les solutions analytiques de I’énoncé. 3) Les trajectoires sont des cercles
d’équations r(t) = 1o, 6(t) = 0y + Up(ro)t et z = 2z9. L’accéleration est donnée

par I, = —Up? /r0, Tg =T, = 0. 4) Les seuls composantes non nulles sont

— R2RZ R2—wo R?
Drr = Dgg = —B/T2 = % R2 R2 et Qrg = —Qgr = —A/2 = %
Dans le cas wq :wgzwonaQ—Oethg——Qgr:w: c’est un
mouvement de rotation solide. 5) Si we > wj alors B est positif, Uy croit
avec r et D,g = —B/r? < 0. L’angle de glissement 7(t) entre ¢, et e, décroit

comme 7(t) ~ —D,t/r? au voisinage de t = 0. Un schéma permet de relier
ce comportement avec le fait que Uy(r) croit avec r.

Etude des contraintes

6) Comme % = po Up?/r > 0 la fonction p(r) est croissante. 7) Les
seules composantes non nulles sont 7,9 = 79, = —2u, B/r2. 8) Les forces

extérieures par unité de surface exercéees par les cylindres sur le fluide

sont la somme des forces de pression —p(Ry,z)e, et des forces visqueuses

—1(R1)e, = —2un B/R? ey = —2py E% = R2 e pour le cylindre intérieur

et p(Ra, 2)e, et T(Ra)e, = 2un B/R3 ¢y = 2,un ooy R? ey pour le cylindre
- 2 1

extérieur. Siwg > wj le cylindre intérieur freine le fluide tandis que le cylindre
extérieur I'accélere. Par symetrie, on voit que la résultante des ces forces par
unité de surface est nulle lorsque I'on inteégre sur une unité de longeur verti-
cale. En ce qui concerne le moment en un point 0 situé sur 'axe, seules les
forces visqueuses ont une contribution. Le moment exercé sur le sous-domaine
D par le cylindre intérieur est alors M, (D) = —L f Rye, /\T (Ry)-e, Ry do =
Ay, Be®). Tl est égal & Mo(D) = L JZ" Ry e, A T(R2) - e,Ry df =
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—4rp, Be® pour le cylindre extérieur. On vérifie que la conservation du
moment cinétique M (D) + My(D) = 0 est vérifiée. Dans le cas de la
rotation solide wy = wl on a la relation M,(D) = My(D) = 0. 9) Les

puissances sont P1(D) = Lf 7(R1)wie, RiegRy df = 4nLp, Bwy pour le
cylindre intérieur et 772( ) = Lfo T(R2)woe, RgegRg df = 4w Ly, Bwsy pour
le cylindre extérieur. On vérifie que P1(D) = M,(D) - wie, et P2(D) =
My (D) - wy e,. 10) Dans les cas n = ¢® (haut) et n = —e® (bas) on a

T(z,n) = —p(r)n. Comme U-e® =0 la puissance LleSTSRz T(z,n)-UdS
est nulle. Comme la puissance des forces de grav1te est elle aussi nulle, on a
Pext(D) = Pi(D) + Po(D) = dnLjun <“’2 “’1> R2R% > 0. On a Peg(D) = 0
dans le cas wy = wj.

Etude thermodynamique

11) Le premier principe %£Ewi(D) + LK(D) = Pext(D) + Piut(D) s'écrit
ici %Sint(D) = Pext(D). On a donc %gint > 0. La température moyenne
T, définie par poCpTy, = Eint(D)/[2rL(R% — R?) est donc croissante. Cet

échauffement est da a la dissipation visqueuse qui transforme ’énergie méca-
nique en chaleur. Dans le cas de la rotation solide il n’y a pas d’échauffement.

12) Ici w; > we. En notant M;(D) = —My(D) = Me® on a M =
R2— R2
iy (w1 —wo)RIR3/(R3 — R?) = 150 Nm. Donc wy = w; — % R2R21 =
16.82 s7! ce qui donne wy = 1010 tours/mn. 13) Les puissances sont
Pi(D) = Mw; = 7.5 kW et P2(D) = —Mwy = 2.5 kW. On a donc

Pext (D) = P1(D) + P2(D) = 5 kW 14) Le rendement est égale a la puissance
—P,(D) fournie par le fluide au cylindre extérieur divisée par la puissance
P1(D) fournie par cylindre intérieur au fluide, c’est-a-dire par le moteur. On
obtient donc un rendement de un tiers. Les deux tiers de ’énergie mécanique
fournie par le moteur sont dissipés sous forme de chaleur. Le rendement de
ce coupleur mécanique est faible.



